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 1ریاضی عمومی

  

 2 .... ....................)مطالب پیش نیاز(:لفصل او

 27.....................(…) فرمول های مشتق و:فصل دوم

 45...............(…)مشتق ضمنی و پارامتری و:فصل سوم

 67...............(…وgf)مشتق زنجیره ای و :فصل چهارم

 89.....................(…)کاربردهای مشتق و:فصل پنجم

 115............................)تست های مشتق(:فصل ششم

 125.............................(…)انتگرال و:فصل هفتم

 146.......................(.…)انتگرال معین و:فصل هشتم

 195.........(…ناسره وانتگرال -توابع هذلولی):مفصل نه

 215............(…مختلط و داعدا–)مختصات قطبی:مفصل ده

 237..................(…)تست های انتگرال و:فصل یازدهم

 

 به کارشناسی آمادگی کنکورکاردانی )جهت

 وفراگیرپیام نور(

 

 

 استاد:میرزایی

 تماس:

E-mail: soolmazmirzaei@yahoo.com 
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 فصل اول

 )ریاضی عمومی مطالب پیش نیاز ومقدماتی از(

 

 معرفی چند مجموعه مهم از اعداد در ریاضی

     مجموعه اعداد طبیعی-1 1,2,3,...,100,101,...                      IN  

مجموعه اعداد صحیح-2 0, 1, 2, 3,..., 100, 101,...                        Z       

,          مجموعه اعداد گویا-3 ,
a

Q a b z b
b

 
   
 

0                                       

      
1 2 3

, , ,...,0, 1,...
2 3 4

 
    
 

  :مثال

3,: رادیکال ها که جذر کامل ندارند مانند نکته 2

و... در  Q  قرار ندارند بلکه در مجموعه اعداد اصم

یا گنگ قرار می گیرند.  Q 

که  –: شامل تمامی اعداد + و IRمجموعه اعداد حقیقی -4

 کسری و رادیکالی و... هستند می باشد.

 (  )توان 

ضرب یک عدد در خودش به دفعات متوالی را توان گویند 

 بار در خودش  5، 2یعنی ضرب عدد 52مثلا 

a a a a a a a          5 62 2 2 2 2 2 

 قانون ضرب اعداد توان دار

اگر پایه ها مساوی بود یکی از پایه ها را نوشته و -1

 توان ها را با هم جمع می کنیم.

3 8 4 152 2 2 2   

اگر توان ها مساوی بود، یکی از توان ها را نوشته و -2

 پایه ها را در هم ضرب می کنیم. 
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55 5 53 4 3 4 12    

و  1اگر هم پایه و هم توان مساوی باشد هم از قانون -3

 می توان استفاده کرد. 2هم از قانون 

 
5

5 5 5 2 102 2 4 2 2    5هر دو عدد مساوی است 5 102 2 2   

 

 قانون تقسیم اعداد تواندار

اگر پایه ها مساوی باشد، یکی از پایه ها را نوشته، -1

توان صورت را از توان مخرج کم کنید.
5

5 3 2

3

4
4 4 16

4

   

اگر توان ها مساوی باشد، یکی از توان ها را نوشته -2

 و پایه ها را بر هم تقسیم کنید.

 
  
 

   
    
   

55

5

6 66

6

4 4

3 3

5 5 1

25 25 5

 

هر عدد به توان صفر برابر با یک می شود.-1نکته  03 1 

+( به توان هر عدد برابر با یک می 1عدد یک ) -2 نکته

 1   شود.

اگر عددی علامت منفی داشته باشد اگر به توان  -3 نکته

عدد زوجی برسد علامت منفی از بین می رود ولی اگر به 

 عدد فردی برسد، علامت منفی باقی می ماند.توان 

   
4 3

2 16 2 8      

اگر توان یک عدد منفی باشد وقتی آن را برعکس  -4نکته 

 می کنیم توانس مثبت می شود و بالعکس




  3 2

3 2

1 1 1
2 3

2 8 3
 

 مثال: عبارتهای زیر را ساده کنید:
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55 5 5
5

2 3 5

2 3 6 6
2

3 3 3 3
 )الف

9 93 4 2 9

95 6 8 9

3 3 3 3 3 1 2

2 2 2 2 2 33

2

   

  

     
      

      
 
 

 )ب

nرا با علامت  aام عدد  n: فرجه رادیکال ها a   نمایش

nمی دهند در حالتی که  2  .باشد فرجه را نمی نویسند 

a a2 

در رادیکال ها عدد زوج باشد  nاگر فرجه  -1نکته 

و...( نمی توان زیر رادیکال را عدد منفی قرار 6و4و2)

4 (بی معنی)    داد مثلاا  3 

در رادیکال ها عدد فرد باشد  nاگر فرجه  -2نکته 

و...( چه عدد مثبت و چه عدد منفی را می توان 9و7و5و3)

 زیر رادیکال قرار داد و مانعی ندارد مثلاا 

     
33 38 2 2 

n                                 -3نکته  n 0 0 1 1 

 ضرب رادیکال ها

رادیکال ها را به شرطی می توان در هم ضرب کرد که 

فرجه های آن ها مساوی باشد. برای ضرب کردن یکی از 

فرجه ها را نوشته و عددهای زیر رادیکال را در هم ضرب 

 کنید. 

 5 5 56 7 42 

4,ولی دو عدد  32 را نمی توان در هم ضرب کرد چون  2

 فرجه ها مساوی نیستند.

 تقسیم رادیکال ها
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رادیکال ها را به شرطی برهم تقسیم می کنیم که فرجه 

های آن ها مساوی باشد. یکی از فرجه ها را نوشته و 

عددهای زیر رادیکال را بر هم تقسیم می کنیم.
5

5
5

3 3

44
 

 هاجمع و تفریق رادیکال 

برای جمع یا تفریق رادیکال ها حتماا باید فرجه ها و 

اعداد زیر رادیکال دقیقاا مثل هم باشند. برای جمع یا 

تفریق، رادیکال را نوشته و فقط ضریب رادیکال ها را 

 از هم کم یا با هم جمع می کنیم.

3 3 4 3 5 3 10 3 6 3     

 :تجزیه کردن یک عدد

نوشتن یک عدد به صورت ضرب اعداد تواندار را تجزیه  

کردن عدد می نامند. برای تجزیه کردن معمولاا عدد را بر 

( تقسیم و خارج قسمت را 11و7و5و3و2یکی از اعداد )

بدست می آوریم و این کار آنقدر ادامه پیدا می کند. 

 شود. 1قسمت که خارج 

4 2

81 90
3 2

27 45
3 3

81 3 3 3 3 3                                 90 2 3 59 15
3 3

3 5
3 5

1 1

        

رادیکال ها در محاسباتکردن  ساده  

برای ساده کردن رادیکال ها در محاسبات ابتدا عدد زیر 

 رادیکال را تجزیه می کنیم دو حالت زیر بوجود می آید.

nn)فرجه = توان( در این صورت از قانون -1 a a رادیکال

حذف می شود.  29 3 3 
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توان بر فرجه قابل تقسیم باشد )فرجه> توان( اگر -2

این تقسیم را انجام داده و عدد با توانی از زیر 

 رادیکال بیرون می آید.

   
6

3 6 23 364 2 2 2 4 

ولی اگر توان بر فرجه قابل تقسیم نباشد، توان را به 

بزرگترین عدد قبل از توان که بر فرجه قابل تقسیم 

 باشد تبدیل کرده.

    
8

4 49 8 1 4 442 2 2 2 2 4 2 

( آنگاه عدد از زیر رادیکال  نمی تواند )فرجه >توان-3

4بیرون بیاید. 3 42 8 

برابر با همان عدد است. 1هر عدد به توان  -1نکته   

  
1

50 50 

  -2نکته 

   

   

6
5 30

4
2 3 8 12

5 153 15

3 15

3 3

5 6 5 6

6 6 6

5 5 5

n
m mn

n n n

n n

n

a a

ab a b

a a

b b

  

    

    
       

    

 

مقسوم علیه مشترک دو عدد(بدست آوردن ک.م.م )کوچکترین   

بدست می زیرابتدا عدد را تجزیه کرده پس از فرمول 

 آوریم: 

توان=ک.م.مبزرگترین عامل مشترک با×عامل های غیرمشترک  

از ک.م.م در بدست آوردن مخرج مشترک کسرها استفاده می 

 شود.

22 3 12 ک.م.م =      24 2 
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6 2 3

5 3 10 9 19

6 4 12 12

 


  

 

وقتی دو عدد بر هم بخش پذیر نباشند مخرج مشترک آنها 

 برابر با حاصلضرب آنهاست مانند

 
  

1 2 5 8 3

4 5 20 20
 

هرگاه دو عدد بر هم بخش پذیر نمی باشد، مخرج مشترک 

 برابر با عدد بزرگتر است

 
  

2 7 4 7 3

4 8 8 8
 

 : ضرب کسرها

در ضرب  
a c

b d
   صورت کسرها در هم ضرب و مخرج کسرها هم

 در هم ضرب می شود.

   
3 5 2 30 5

4 3 3 36 6
 

:تقسیم کسرها  

تبدیل کنیم و کسر را به (کسر اول را نوشته علامت 1

 دوم را معکوس کرده

2 3 2 5 10 5

5 8 3 4 12 6
     

(برای تقسیم کسرها می توان از روش دور در دور و 2

 نزدیک در نزدیک استفاده کنیم.

2

2 3 2 8 165
35 8 5 3 15

8

3
5 3 8 2413

58 5 1 5

8
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)بی معنی =            مخرج کسر نباید صفر شود -1
k

0
 ) 

) اگر صورت کسر صفر شود جواب کسر صفر است. -2
 

 
  ) 

 کردن کسرها گویا

باشد برای گویا  2در مخرج کسری رادیکال با فرجه 

کردن، کسری در کنار کسر داده شده ضرب می کنیم که 

صورت و مخرج این کسر همان رادیکال مخرج می باشد 

 مانند مثال

3 7 3 7

7 7 7

2 5 2 5 2 5

3 5 153 5 5

A a A a

BaB a a

 

  


 

 

( باشد  2)غیر از  nو اگر مخرج کسر رادیکالی با فرجه 

 از فرمول زیر استفاده می شود.

6 6 64 4 4

6 62 4

5 1 5

5 54 1

4 3 4 3 4 3

5 3 155 3 3

3 3

n nn m n m

n nm n m

A a A a

BaB a a

a a

aa a

 


 

  


 

 

گویا کردن کسرها به فرم 
A

B a c d
. 
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2 2 2 2

2
2

2 2

1 2 3 2 3 2 3 2 3
2 3

4 3 12 3 2 3 2 3

2 5 3 2( 5 3) 2( 5 3) 2( 5 3)
5 3

5 3 25 3 5 3 ( 5) ( 3)

A B a c d A B a c dA B a c d

B a C dB a c d B a c d B a c d

 
  

  

   
     

  

   
     

  

 

 و روش حل آنها 2و درجه  1معادلات درجه 

د ثابت اعدا: برای حل معادله باید 1حل معادله درجه 

ها در طرف دیگر باشند. با استفاده از  xیک طرف و 

قانون  
عددمعلوم

  ضریب مجهول
را پیدا کرده و  xمی توان جواب   

 معادله را حل کرد. مانند مثال

x x x

x x x

x x x x x

     

       


        

5
2 5 0 2 5

2

4
3 4 0 3 4

3

3 4 5 2 3 2 5 4 9

 

: اگر عددی از یک طرف تساوی به طرف دیگر برود 1نکته 

 علامت آن عوض می شود.

، علامت x: در تقسیم کردن برای بدست آوردن جواب 2نکته 

 تغییر نمی کند.xضریب 

 :2حل معادله درجه 

باشد و به  2در آن  xبه معادله ای که بزرگترین توان 

axفرم  bx c  2 از روش های حل معادله نشان می دهند یکی 0

دلتا  روش 2درجه    می باشد که فرمول آن به صورت زیر

)                                      است: )b a c    2 4 

,
b b

x x
a a

     
  1 2

2 2
اگر  0 دو جواب داریم 
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b
x

a


 

2
0اگر  است فقط یک جواب که ریشه مضاعف                         .

0اگر معادله جواب ندارد  

xمثال: معادله  x  2 3 2  را حل کنید.   0

a b c   1 3 2 

 پس دو جواب داریم

( ) ( )         23 4 1 2 9 8 1 0 

1

2

( 3) 1 3 1
2

2 1 2

( 3) 1 3 1 2
1

2 1 2 2

x

x

   
  



   
   



 

xمعادله  x  22 4 2  را حل کنید.0

 سپس فقط یک جواب داریم و ریشه مضاعف خواهد بود.

2

2 4 2

( 4) (4 2 2) 16 16 0

( 4) 4
1

2 2(2) 4

a b c

b
x

a

   

        

  
   

 

xمعادله  x  25 2 3  را حل کنید.0

( ) ( )

a b c   

          2

5 2 3

2 4 5 3 4 60 56 0
 

 پس معادله جواب ندارد.

دو یا چند پرانتز در هم ضرب شده باشند و  رگ:ا1تذکر 

صفر باشد برای حل معادله می  سمت راست معادله حتماا 

قرار داده و توان پرانتزها را جداگانه مساوی صفر 

 معادله را حل می کنیم.
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2

2 2

0

1 1

( 1)(2 3)( 1) 0 3
2 3 0 2 3

2

1 0 1 1

x

x x

x x x x
x x x

x x x




  


     
     


      

 

x: هرگاه در حل معادله ها به رابطه  2تذکر  a2 2 

 ن داریم.ل آرسیدیم برای ح

xبسیار مهم: a x a   2 2 

x x x

x x x

      

      

2 2 2 2

2 2 2 2

4 2 2 2

25 5 5 5
 

زیر رسیدیم  :هرگاه در حل نامعادله به رابطه های3تذکر

 به صورت زیر عمل می کنیم.

 بسیار مهم:

2 2 2 2                         x a a x a x a x aa xا ي         

2 24 2 2 25 5 5                         x x x x x ا ي         

2 29 3 3 16 4 4                    x x x x x ا ي         

زیر رادیکال باشند x: اگر در یک طرف معادله 4تذکر 

باید دو طرف xبرای حل معادله و بدست آوردن جواب 

معادله را به توان فرجه رادیکال برسانیم که رادیکال 

 حذف شود مانند

x   -1مثال x      21 2 4 4 1 xمیرسانیم 2به توان  5  1 2 

3       -2مثال 4
2 3 1 2 3 1 2 4 2

2
x x x x           3 2 3 1x  
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2-3مثال

1

1 1 1 193 4 1 0 3 4 1 4 4 ( ) 4     
43 3 9 36

1

x x x x x x             

: بعضی مواقع با استفاده از اتحادها )اتحاد 5تذکر 

را حل  2جمله مشترک و مزدوج( می توان معادله درجه 

1کرد در مثال  2 2 3 0 3 1 0x x x x                          - اتحادجمله

 شود-2وجمعشان-3که ضربشان بایددوعددپیداکنیممشترک 

3 0 3 3 1 3
       

1 0 1 3 1 2

             

           

x x

x x

        
 

        

 

  -2مثال 

2 1 6 0 ( 3)( 2) 0x x x x       

 شود. +1و جمعشان  -6باید دو عدد کنیم که ضربشان 

3 0 3 ( 3) ( 2) 6

1 0 2 ( 3) ( 2) 1

                   

                     

x x

x x

          
 

        

 

   -3مثال

2 4 0 ( 2)( 2) 0 2 0 2    ,    2 0 2x x x x x x x                

2 2( )( )a b a b a b     اتحاد مزدوج 

 معرفی فاصله ها و انواع آن

فاصله بسته -1 ,a x b a b   

فاصله باز -2 ,a x b a b   

                                 فاصله  نیم باز )نیم بسته(-3
( , ]

[ , )

a x b a b

a x b a b

  

  
 

                  اعداد بزرگتر )بزرگتر مساوی( عدد-4
( , )

[ , )

x a a

x a a

  

  
 

                  مساوی ( عدداعداد کوچکتر )کوچکتر -5
( , )

( , ]

x a a

x a a

  

  
 



 

14 
 

 2و درجه  1تعیین علامت عبارت های درجه 

ابتدا عبارت ها را مساوی صفر قرار داده و ریشه های 

معادله را بدست می آوریم. سپس با استفاده از جدول 

های زیر معادله ها را تعیین علامت می کنیم. منظور از 

دا کردن فاصله های است که علامت عبارت تعیین علامت پی

 باشند. –ها در آن فاصله ها + یا 

   1الف( عبارت درجه 

ax b ax b

b
x

a

    




0

 

   

 

 

  
                                    -                         

b

a


 

 

 

   x axیبضر  مخالف xموافق ضریب

 

  aیعنی xموافق علامت ضریب دست راست 

 bیعنی xعلامت ضریب  دست چپ مخالف 

 

x x x


         


3 1
6 3 0 6 3

6 2
 : مثال

 -6یعنی xموافق علامت ضریب دست راست 

1

2
 +  

-   

    -6x   

 

 -6یعنی xمخالف علامت  دست چپ

 a   bx+c    2ب( عبارت درجه 

اگر 0 .یعنی معادله دو جواب داشته باشد 



 

15 
 

  

                                                 ∞   

مخالف علامت    موافق علامت 

   

 a  +bx+c   موافق علامت 

xموافق علامت ضریب دست راست   aیعنی 2

xمخالف علامت ضریب بین دوریشه   aیعنی  2

xموافق علامت ضریب دست چپ   aیعنی  2

 

هرگاه  0 یا 0  باشد یعنی در حالتی که معادله درجه

جواب ندارد یا فقط یک جواب دارد در هر دو طرف را  2

xموفق علامت   می گیریم.2

xموافق علامت ضریب  2
  

 ∞                                                                           

        a   موافق علامت   موافق علامت

xموافق علامت ضریب دست راست  2 

xعلامت ضریب  موافقدست چپ  2
  

 

xمثال: عبارت  x22 .را تعیین علامت کنید 

 

1
                                    0                                                               +  

2
 

 

 

+ - + 

22x x

  

  

 0

2 0 (2 1) 0 1
2 1 0

2

x

x x x x
x x




      
   



 



 

16 
 

 

: اگر معادله داده شده کسری باشد صورت و مخرج تذکر

کسر را جداگانه مساوی صفر قرار داده و ریشه های آن 

ها را بدست می آوریم سپس در جدول معادله صورت و مخرج 

را جداگانه تعیین علامت کرده و سطر آخر جدول را 

 حاصلضرب علاکت ها در نظر می گیریم مانند 

عبارت مثال:
x

x





1

1
 تعیین علامت کنید.

 ∞                                                                            
 

+ + - X+1 

 x-1 - ـ +

+ - + 1

1

x

x



 

1 0 1 1 0 1,x x x x         

 مثلثات:

زاویه ها در مثلثات بر حسب درجه یا رادیان بیان می 

شود. برای تبدیل یک زاویه بر حسب درجه به رادیان از 

فرمول 
π زاویه

   
را می  30استفاده می کنیم مثلاا زاویه 

خواهیم به رادیان بیان کنیم 
30

180 6

 
 45زاویهو یا 

برابر است با 
45

180 4

 
 و زاویه های مهم بر حسب رادیان

 برابر است با

   

 درجه 3 33 45 63 93 183 273 363
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2  3

2
   

2
 



3
 



4
 



6
 

 رادیان 3

تذکر: اگر زاویه ای را بر حسب رادیان داشته باشیم و 

بخواهیم بدانیم این زاویه چند درجه است کافی است به 

 را قرار دهیم و کسر را ساده کرده. 183مقدار جای 

3 3 180
135

4 4

 
  

 

 :نسبت های مثلثاتی

cos sin
cot tan csc sec

sin cos sin cos

sin cos tan cot ...........

x x
gx x x x

x x x x

x x x gx

   

   2 2

1 1

1 1

 

 y: در دایره مثلثاتی محور عمودی یعنی محور توجه مهم

قرار می  cosها را محور  xها و محور  sinها را محور 

 دهیم.

تعیین علامت نسبت های مثلثاتی برای تعین علامت می 

هاست  sinها، محور  yو محور cosها، محور  xدانیم محور 

 yمنفی و چون  cosها منفی هندسی  xمثلاا در ربع دوم چون 

هم از  cot, tanمثبت است و برای  sinها مثبت هستند پس 

استفاده می شود و تعبیه ربع  cosدر  sinضرب علامت های 

 ها هم به همین صورت پیدا می کنیم.

     

     

     

     

 ربع اول

     

     

     

     

 ربع دوم
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 ربع چهارم

     

     

     

     

 ربع سوم

 

در دایره  363و273و 183و 93و  3نمایش زاویه های 

مثلثاتی جهت دایره مثلثاتی در جهت عقربه های ساعت 

 است.

 توان های نسبتهای مثلثاتی:

5 5

3 3

sin (sin ) tan (tan ) sin (sin )

cos (cos ) cot (cot ) cos (cos )

n n n n

n n n n

x x x x x x

x x x x x x

  

  
 

که بر جسب رادیان داده شده  : راه تشخیص زاویه اینکته

 است در کدام ربع دایره مثلثاتی قرار می گیرد:

اگر عدد صورت فقط یک واحد از عدد مخرج کمتر باشد -1

,آن زاویه در ربع دوم است مثل ,
  2 3 5

3 4 6
 

اگر عدد صورت فقط یک واحد از عدد مخرج بیشتر باشد -2

,ان زاویه در بع سوم است. ,
  4 5 7

3 4 6
 

اگر عدد صورت از دو برابر عدد مخرج یک واحد کمتر -3

,باشد آن زاویه در ربع چهارم است مثل ,
  5 7 11

3 4 6
 

حالت قبل  3اگر بین اعداد صورت و مخرج هیچ کدام از -4

زاویه ای را خواستیم  cosیا  sinاتفاق نیفتاد، اگر 

را از آن جدا کرده، سپس بدست آوریم باید مضارب زوج 

sin  یاcos  زایوه باقی مانده را حساب کنیم. برایcot, tan
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,cotرا از ان جدا کرده و باید مضارب فرد  tan  زاویه

 باقی مانده را حساب کنیم.

7 3 3
sin sin 2 sin

2 2 2

19 7 7
cos cos 2 cos

6 6 6

7
tan tan 3 tan

2 2 2

19
cot cot 3 cot

6 6 6

  


  


  


  


     
       

     

     
       

     

     
       

     

     
       

     

 

,محاسبه نسبتهای مثلثاتی برای مضارب  ,
  

4 3 6
برای  :

,زاویه های مثل  ,
  4 5 5

3 4 6
و... به عدد صورت کسر توجهی 

,نمی کنیم و فقط نسبت مثلثاتی خود  ,
  

4 3 6
را بدست می 

آوریم البته اید توجه کرد که زاویه داده شده در چه 

ربعی از دایره مثلثاتی قرار می گیرد و علامت مثبت یا 

منفی مورد نظر را به آن بدهیم مثلاا برای بدست آوردن 

cos
4

3
cosصورت را در نظر نمی گیریم و فقط   4، عدد 



3
را 

حساب می کنیم البته چون 
4

3
در ربع سوم قرار دارد و 

cos در این ربع منفی است پس
4 1

cos cos
3 3 2

  
   

داده می شود، اگر عدد صورت با : در زاویه های که نکته

مخرج ساده می شود ابتدا آن ها را ساده کرده سپس 

 مقدار آن ها را بدست آورده :

tan tan

sin sin

 

 

   

   
      

   

5
1

4 4

5 1

6 6 2
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: در زاویه های که داده می شود اگر عدد صورت با نکته

مخرج ساده می شود ابتدا آن ها را ساده کرده سپس 

 مقدار آن ها را بدست آورده. 

sin sin

cos cos cos

 

  

  


   

6 3
1

4 2

8 4 1

6 3 3 2

 

 محاسبه نسبتهای مثلثاتی برای زاویه های منفی

sin( ) sin tan( ) tan

cos( ) cos cot( ) cot

x x x x

x x x x

     

    
 

:                   مثال
3 3 2

sin sin sin
4 4 4 2

       
          

     
 

cosمثال: cos cos
     

     
   

7 7 2

4 4 4 2
 

 :لگاریتم و خواص آن

در  xیک عدد حقیقی و مثبت باشد، لگاریتم عدد xاگر  

logxرا با نماد aمبنای 

a نمایش می دهند که در آن عددa

باید  1, 0a a  1یعنی مبنا باید مثبت و مخالف عدد 

 باشد.

 :خواص لگاریتم

(است.  1لگاریتم هر عدد در مبنای خودش برابر  loga

a 1 1 

log(12در هر مبنایی برابر صفر است. 1لگاریتم عدد 0a  

) log log log) log log log

) log log ) log log
n

n

m

a

a ba b a b b
c c cc c c

a a a a
b b

bb

nn
m

   

 

43

5 6

 

 باشد معمولاا آن را نمی نویسند.13اگر مبنای لگاریتمی 

107) log log log 8) log log

m
n m na a a a

b b b

m
a

n
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تذکر: در محاسبات عدد جلوی لگاریتم و مبنا را در 

صورت امکان تجزیه کرده و با استفاده از خواص لگاریتم 

 آن را ساده می کنیم.

1

5 5

1 1

8 2

1
8 8 8 85

8 8
8

1

2 2 2
log log log log 1

1 5 5 5

2



  
     


 مثال:

:مثال 2

1

log100 log10 2log10 2 1 2      

یک عدد اعشاری است که  e: عدد  )نپر(eمعرفی عدد 

2مقدار آن برابر است با  / و در ضرب توان های ..........718

مانند ضرب و تقسیم eو تقسیم توان های عدد  eعدد 

 اعداد تواندار عمل می کنیم.

 

 

) ))

) )
)

m
m

m mnn n n

m
m n m n m n

nn m mn

e e e e e ee
e

e e e e
e e e

 

     
 

  


1 1
12 31 1

4 5
6

 

قرار گیرد  eاگر در لگاریتم مبنا عدد  :Lnمعرفی نماد 

log تبدیل بهLn.میشود 

log

log log

x

e

e e

Lnx

Ln Ln



 2 52 5
 

بیان شده برای  log: تمامی خاصیت های که برای Lnخواص 

Ln.هم برقرار است 

)
) ))

)

n
Ln

Lne Lnxxy Lnx LnyLnx nLnx
x

Ln Lnx Lny
y


  

 

1 1 0
2 1 43

5
 

 :تابع

را یک تابع گویند اگر وقتی برای yو  xهر رابطه بین  

x  یک عدد انتخاب کردیم بعد از جایگذاریx برایy  هم
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یک عدد بدست آید نه بیشتر. در حالت کلی یک تابع را 

)با نماد  )y f x  نشان می دهند که در آنxمان ه 

 همان عرض نقطه می باشد.yطول نقطه و 

 xاز روی yانواع تابع و محاسبه مقدار تابع یا همان 

تابع چند جمله ای: تابعی است که اولاا تعداد جملات آن -1

فقط اعداد طبیعی باشد xحداقل یکی باشد ثانیاا توان 

3مانند   24 10y x x x     یاy x 1  یاy x5   یاy  6   یا

y x x  2 3 1 

1

1 1 0( ) ...n n

n n if x a x a x a x a a R n N

       

)تابع ثابت:  -2 )y f x k   (k  )همیشه یک عدد ثابت است

 مثال

( )y f x

y y

 

  

10

1
5

2

 

sinyتوابع مثلثاتی توابع به فرم  -3 x     وcosy x و

tany x    وcoty x  وsecy xوcscy x. می باشد 

توابعی به فرم  (  logیا   lnتوابع لگاریتمی )  -4

lny x یاlogx

ay   .هستند 

xyتوابع نمایی: توابعی به فرم-5 a   که در آنa  عدد

xyثابت است مثل    یا     3

x

y
 

  
 

1

4 

محاسبه مقدار تابع در یک نقطه یا بدست آوردن همان  

y  باید به جایx   ها در تابع مورد نظر نقطه داده

xرا بدست آویم اگر yشده را جایگذاری کرده و    a  

)باشد مقدار تابع را با نماد  )y f a  .نمایش می دهند 

)مثال: اگر   )f x x x  2 )حاصل     1 )f  را محاسبه کنید:  2
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( )f    22 2 2 1 7 

lnyمثال: اگر  x    (1)2باشد مقدار ( )f f e   را بدست

 آورید. 

( ) ln

( ) ln ln

f

f e e e

 
     

 1

1 1 0
2 0 22 2 

)cosمثال: اگر ) xf x e 1   باشد مقدار( )f f
 

  
 

2 0 3
2

را بدست    

 آورید؟

cos

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

cosf e e e

f e e

f f e e e





      



     


         

0 1

02

0 1 1 1

1 1 1 2
2

2 0 3 2 1 3 2 2 2 6 2 8
2

 

یک عدد حقیقی باشد جزء صحیح   xتابع جزء صحیح: اگر -6

که xآن یعنی بزرگترین عدد صحیح کوچکتر یا مساوی با 

با نماد  x   نشان می دهند. در واقع اگرx   عدد

 حقیقی بین دو عدد صحیح متوالی باشد. داریم:

 n x n x n    1 

 1) ]اعداد صحیح  [عدد صحیح=  خود

     5 5 3 3 0 0      

 2) ]و مثبت  عدداعشاری[عدد= صحیح قسمت

     / / /   5 71 5 1 21 1 0 37 0 

 3) ]عدد اعشاری و منفی  [قسمت صحیح عدد=-1

   / /            4 2 4 1 5 0 5 0 1 1 
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و یا برای محاسبه جزء صحیح عدد داخل براکت را بین دو 

عدد صحیح متوالی قرار داده و عدد کوچکتر را جواب 

 بگیریم.

   

   

/ ? / /

/ ? / /

    

          

0 75 0 0 75 1 0 75 0

1 6 2 1 6 1 1 6 2
 

توابع چند ضابطه ای: توابعی هستند که تعداد ضابطه -7

تابع آن از یکی بیشتر باشد در این توابع روبروی های 

 هر ضابطه دامنه تابع آن نوشته شده است مانند مثال:

2

1 1
( )

2 1

x x
f x

x x

  
 

 

 

محاسبه مقدار تابع در توابع چند ضابطه ای: برای پیدا 

xکردن مقدار تابع در نقطه  a   باید از روی دامنه

تابع تشخیص دهیم که نقطه مورد نظر را در کدام ضابطه 

 قرار دهیم مانند مثال:

)مثال: اگر  )
x x

f x
x x

  
 

 
2

1 2

2 2
)باشد مقدار   2), (0), (3), (2)f f f f    

 را بدست آورید.

2 2

2

(2) 2 2 6 (0) 0 2 2

(3) 3 1 4 ( 2) ( 2) 2 6

f f

f f

     

       
 

yتابع قدر مطلق: -8 x .به صورت زیر تعریف می شود 

0
0

0 0
0

0

            

x x
x x

y x y x x
x x

x x

 
  

     
  

 

 

 خواص قدر مطلق:
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قدر مطلق اعداد چه مثبت و چه منفی همیشه مثبت است.-1

10 10 10 10      

                               x a a x a   2-اگر  

xمثلاا  x   4 4 4 

x a
x a

x a


  

 
3-اگر

 

مثلاا 
x

x
x


  

 

2
2

2
 

x a x a   4-اگر 

مثلا
x x   5 5 

: منظور از دامنه تابع مجموعه تمام اعدادی دامنه تابع

در تابع قرار داد xهستند که می توان آن ها را به جای 

را محاسبه کرد و با   yو 
fD .نشان می دهند 

اگر تابع چند جمله ای باشد دامنه تابع همیشه -1

مجموعه اعداد حقیقی است.
fD R 

اگر تابع کسری باشد که صورت کسر چند جمله ای باشد -2

را صفر می کنند جزء دامنه اعدادی که فقط مخرج کسر 

 تابع نمی باشند .

ریشه های مخرج

2
2 2

2

2 3
( ) 1 0 1 1

1

{ 1, 1}f

x
f x x x x

x

D R


       



   

مثال:  

ریشه های مخرج کسر{}
fD R  

اگر تابع رادیکالی با فرجه زوج باشد باید عبارت -3

 زیر رادیکال را بزرگتر مساوی صفر قرار داد.

( ) [ , )ff x x x x D        2 2 0 2 2 
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اگر تابع رادیکالی با فرجه فرد باشد اگر چند جمله -4

خواهد بود ولی اگر کسر   Rای زیر رادیکال باشد دامنه 

 باشد ریشه های مخرج کسر را بدست آورده و 

   =R-} ریشه های مخرج{

 3( ) 2                      ( ) 1 0 1 1
1

f f

x
f x x D R f x x x D R

x
          



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 جدول زاویه های مهم مثلثاتی

 

045  060  030  0360  0270  0180  090  زاویه 00 

برحسب 

 درجه
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4
 



3
 



6
 2  3

2
   

2
 

زاویه  3

برحسب 

 رادیان

2

2
 

3

2
 

1

2
 

3 1- 3 1 3 sin 

2

2
 

1

2
 3

2
 

1 3 1- 3 1 cos 

1  

√  


1 3

33
 

تعریف  3

نشده 

 یا 

تعریف  3

نشده 

 یا 

3 tan 

1  

√ 

 
√ 

 
 

تعریف  3

نشده 

 یا 

تعریف  3

شده یا 

 

تعریف  3

 نشده

 یا

cot 
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 فصل دوم

فرمول های مشتق قوانین مشتق گیری و دیفرانسیل 

 تابع

 

 مشتق و فرمول های آن

)اگر )y f x     ضابطه تابع باشد مشتق تابع را با نماد

( )y f x   نشان می دهند. براب بدست آوردن مشتق یک تابع

 از فرمول های مشتق استفاده می کنیم.

 ثابت صفر است.مشتق تابع 

 

 1

1) ( ) ( ) 0

2) ( ) ( )n n

f x k f x k R

f x x f x nx k R

   

   
 

 مثال:

3 3 1
1

2 2 2 2

3 3 2
1

510 9 3 5 5 5

5 5 1 6

6

3

3

3 3
      ( ) ( ) 2 ( ) ( )

2 2

3 3
      ( ) ( ) 10 ( ) ( )

5 5

5
              ( ) ( ) 5 5

1
              ( ) ( ) 3

     

    

f x x f x x f x x f x x x

f x x f x x f x x x f x x x

f x x f x x x
x

f x x f x x
x






   



       

        


      

     3 1

4

3

x

  


 

 :تذکر

 

1

7 6 6

0

( ) ( ) ( ) ( )

( ) 3 ( ) (3 7) 21

( ) 6 ( ) (6 1) 6

n nf x kx f x nk x k R

f x x f x x x

f x x f x x

   

    

    

 

): اگر  توجه )f x x   باشد مشتق ان همیشه برابر با یک

)است. ) ( ) 1f x x f x   
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هر تابعی   u)در فرمول های زیر  مشتق توابع مثلثاتی

 می تواند باشد(

 است( u، مشتق تابع    uدر تمامی فرمول ها 

3 ( ) sin ( ) cosf x u f x u u    

 مثال:

5 4 5

( ) sin ( ) 1 cos cos

( ) sin ( ) 5 cos

f x x f x x x

f x x f x x x

    

  
  

4 ( ) cos ( ) sinf x u f x u u      

 مثال:

4 3 4

( ) cos ( ) 1 sin sin

( ) cos ( ) 4 sin

f x x f x x x

f x x f x x x

      

   
 

 25 ( ) tan ( ) (1 tan )f x u f x u u      

 مثال:

 

2 2

3 2 2 3

( ) tan ( ) 1 (1 tan ) 1 tan

( ) tan ( ) 3 1 tan

f x x f x x x

f x x f x x x

      

    
 

   26 cot ( ) (1 cot )f x u f x u u       

 مثال:

 

2 2

5 4 2 5

( ) cot ( ) 1 (1 cot ) (1 cot )

( ) cot ( ) 5 1 cot

f x x f x x x

f x x f x x x

        

     
 

7 ( ) sec ( ) sec tanf x u f x u u u      

 مثال:

7 6 7 7

( ) sec ( ) 1 sec tan

( ) sec ( ) 7 sec tan

f x x f x x x

f x x f x x x x

    

    
 

8 ( ) csc ( ) csc cotf x u f x u u u       

 مثال:



 

30 
 

4 3 4 4

( ) csc ( ) 1 csc cot

( ) csc ( ) 4 csc cot

f x x f x x x

f x x f x x x x

     

     
 

فراموش   csc,cot,cos: علامت منفی در فرمول های  توجه

 نکنید.

مشتق توابع نمایی ,u ue a 

1) ( ) ( ) lnu uf x a f x u a a      

مثال:
 

5 54

2 ( ) 1 2 ln 2 2 ln 2

( ) 2 ( ) 5 2 ln 2

x x x

x x

f x f x

f x f x x

     

   
 

2) ( ) ( )u uf x e f x u e     

4                           مثال: 43( ) ( ) 4x xf x e f x x e   
 

تنها تابعی است که مشتق آن با خودش برابر   xe: توجه

 است.

 lnو  مشتق تابع لگاریتمی

1
1) ( ) log ( )

ln ln

u

a

u u
f x f x

u a u a

 
     

 مثال:

5

6
7

3 7 1

1 1 1
1) ( ) log ( )

ln 5 ln 5

7 1 7 1 7
( ) log ( )

ln 3 ln 3 ln 3

xf x f x
x x

x
f x x f x

x x x

    

      

 

2) ( ) ln ( )
u

f x u f x
u


   

 مثال:

7
8

8

8 8
( ) ln ( )

x
f x x f x

x x
   

 

یک  uمحاسبه مشتق توابع مثلثاتی در حالتی که به جای  

 تابع مثلثاتی یا نمایی یا لگاریتمی قرار گیرد.
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 :مثال

 

 

 

 

2

2

3

( ) sin cos ( ) .cos sin .cos cos

( ) cos tan ( ) .sin (1 tan ).sin tan

( ) sin ( ) .cos .cos cos

( ) tan log ( ) .(1 tan )

u u
u

uu
u

x x x

u u
u

x

u

f x x f x u u x x

f x x f x u u x x

f x e f x u u e e

f x f x u u







 
       

 

 
         

 

 
      

 

       2

3

1
1 tan log

ln 3

x

uu

x


 
  
 
 

 

در حالتی که به   lnمحاسبه مشتق توابع لگاریتمی و 

 ، توابع مثلثاتی و لگاریتمی باشد.uجای 

 مثال:

3

5 3

3 3

1 cos 1 cos
( ) log sin ( )

ln sin ln 3 sin ln 3

1 1 1

1 1ln 3 ln 3( ) log log ( )
ln log ln 5 log .ln 5

cos
( ) ln(sin ) ( )

sin

u

x

x x

u

u x x
f x x f x

u a x x

u x xf x f x
u a

u x
f x x f x

u x

 
       

 

  
       

 
 


   

 

)تمرین: مشتقات توابع  ) ln(tan ), ( ) ln(log )xf x x f x  را       2

 بدست آورید.

 :مشتق توابع رادیکالی

.
( ) ( )

. .

n m

n n m

mu
f x u f x

n u 


   

 (m  توان تابعu   وn )فرجه رادیکال 

مشتق  uرا حذف و فقط از  m، توان  u: برای محاسبهتوجه

 می گیریم.

 مثال:
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7 5

7 77 5 2

7
5 1 5

( ) 5 ( )
7. 7.

n

f x x m f x
x x

u x





    



 

همیشه برابر با   x: با توجه به فرمول بالا مشتق توجه

x

1

2
 است.  

 مثال:

5 5

4

9 49

9 99 4 5

3 3

2
3

5 4

4 1 4
( ) ( ) ( )

9. 9.

2
1 cos cos

( ) sin 1 ( )
2. sin 2 sin

sin

1
( ) cos ( ) .sin .sin

3

1
( ) ( ) . .

5.

u

u

x u x

f x x f x x f x
x x

n
x x

f x x m f x
x x

u x

f x x f x u u x
x

f x e f x u e e
x






     




    



      

    

 

xمحاسبه مقدار مشتق تابع در یک نقطه مانند a 

برای محاسبه مشتق در یک نقطه ابتدا مشتق تابع را 

در مشتق عدد   xجداگانه بدست اورده و سچس به جای  

 داده شده را قرار دهید.

)اگر: توجه )f x    تابع باشد نماد مشتق( )f x   و نماد

xمشتق تابع  در نقطه   a  برابر( )f a  .است 

)اگر  -1مثال ) sinf x x   مقدار
2

f
 

 
 

 چند است؟  

1
( ) cos cos

3 3 2
f x x f

  
     

 
 

)اگر  -2مثال  ) sinf x x    باشد مقدار
3 4

f f
    

    
   

را  

 بدست آورید؟



 

33 
 

1
cos

3 3 2 1 2 1 2
( ) cos

3 4 2 2 22
cos

4 4 2

f

f x x f f

f

 

 

 

 
   
     

          
    

   
 

 

 

تست: مقدار مشتق  ( ) cos sinf x x    در نقطهx 0    کدام

 است؟

 الف(
1

2
د(        3 ج(       +1 ب(    

1

2
 

حل:     

0

0

0

( ) .sin cos .sin(sin ) (0) cos0.sin sin 0

1 sin 0 0

xf x u u x x f  
          

 

   

 

 گزینه ج صحیح است.

)تست: اگر  ) ln(cos )f x x    (0)باشد مقدار
4

f f
 

   
 

کدام   

 است؟

 2د( 1 ج( -1 ب( 3 الف(

 حل:

sin sin 0 0
( ) (0) 0

cos cos0 1

2
sin

4 2 1
4 2cos

4 2

u x
f x f

u x

f






  
      

 
 
     
 

 

 گزینه ب صحیح است.

تست: اگر   ( ) log lnf x x باشد حاصل    2
( )

( ) 1

f e

f e




 کدام است؟ 

lne الف(  ج(       ln2 ب(       2
lne

1

2
 e د(       
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)حل:   )f x  مقدار تابع در نقطه( ),     f e e    مقدار مشتق

 eتابع در نقطه

1

2 2

1

1 1 1 1

1 1
( ) ( )

ln ln ln 2 ln .ln 2 ln .ln 2 ln 2

( ) log ln log 0

1

( ) 1ln 2

( ) 1 0 1 ln 2

u x x e ef x f e
u a x x e

f e e

e
f e

f e e


        

 
   

 


  

 

 

 گزینه ج صحیح است.

 قوانین مشتق گیری

قانون جمع و منها در مشتق ) برای محاسبه از هر -1

تابع جداگانه  f g f g       ).مشتق می گیریم 

)تست: اگر  )f x x x x  3    باشد مقدار
(1)

(1)

f

f


 کدام است؟  

 الف(
18

11
ب(         

 

33

6
ج(          

 

6

33
د(             

11

18
 

 حل:

3 2

1 1 1 1 11
( ) 1 (1) 1

2 3 62 3
f x f

x x
         

11

(1) 116(1) 3
(1) 3 8

f
f

f


    

 گزینه ج صحیح است.

              قانون ضرب دو تابع-2 f g f g g f      

 مثال
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2 2

( ) sin .cos ( ) cos .cos ( sin ).sin

cos sin

f g f g g f

f x x x f x x x x x

x x

 

    

 

 

: اگر عددی در تابعی ضرب شده از قانون ضرب ها توجه

کاسته می شود بلکه فقط از تابع مشتق گرفته و دو عدد 

 ضرب می کنیم.

                         مثال: ( ) 10sin 10cosf x x f x x   

 قانون تقسیم-3

2

f f g g f

g g

      
 

 
 

کسر دو قانون مشتق تقسیم، همیشه اول از صورت -1توجه

 مشتق بگیرید.

اگر  -1تست 
2

( )
sin

x
f x

x
   مقدار

2
f

 
 
 

 کدام است؟  

 ج(         2 ب(        الف(
3

2
 د(       



2
 

      حل:
 

0 2

2

2 2

2 sin cos
2 sin cos 2 2 2 2

( )
2sin

sin
2

x x x x
f x f

x

   






 
             

   
 
 

 

 گزینه الف صحیح است. 

): مشتق  2تست  )f x3  کدام است؟  2

 الف(
( )f x

1

2 3 2
 ب( 

( )

2 3 2 ( )

f x

f x




 ج( 

( )

3 2 ( )

f x

f x




د( 

2 ( )

3 2 ( )

f x

f x




 

 حل: گزینه ج صحیح است.

2 ( ) ( )
( ) ( )

2 2 3 2 ( ) 3 2 ( )

u f x f x
f x u f x

u f x f x
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: اگر3تست
( )

( ) , (4) 5, (4) 3
f x

g x f f
x

      باشد، در این صورت

(4)g کدام است؟ 

 الف(
5

16
 ب(       

3

17


 ج(        

17

16


 د(       

3

17
 

2

( ) ( ) 1 ( )
( ) ( )

f x f x x f x
g x g x

x x

   
   

2 2

(4) 4 1 (4) 5 4 1 ( 3) 20 3 17
(4)

4 4 16 16

f f
g

           
     

 حل: گزینه ج صحیح است.

)مشتق تابع   -4تست ) tan(sin )f x x xدر نقطه    2 0  کدام

 است؟

 3 د(  2 ج(       1 ب(      صفر الف(

 حل: گزینه ج صحیح است.

2

02

( ) tan ( ) (1 tan )

( ) 2cos 2 (1 tan (sin 2 )) (0) 2x

f x u f x u u

f x x x f

     

      
 

 قانون عبارت های توان دار-4

اگر تابعی توان دار باشد برای محاسبه مشتق از رابطه 

1( ) ( ) ( ) ( )n nf x u f x n u u       .استفاده می شود 

 مثال: 

 

   

 

5
sin5 4

910 2

2 2 2

2 2 2 3

( ) sin ( ) 5 cos sin

( ) 2 1 ( ) 10 2 2 2 1

2 1 2(2)(2 1) 2 4 (2 1) 2 1
( ) ( )

2 (2 )

x

u u

u
u

f x x f x x x

f x x x f x x x x

x x x x x x
f x f x

x x x





    

 
          

 

     
   

 

)مثال: اگر    ) ln (sin )f x x مقدار   2
4

f
 

 
 

 را بدست آورید. 
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22 cos
( ) ln (sin ) ln(sin ) ( ) 2 ln(sin )

sin

cos
42 ln(sin ) 2 ln 2 ln 2

4 4
sin

4

x
f x x x f x x

x

f


 



     

 
      
 

 

sinتمرین: مشتق توابع  ,sinx x5 را جداگانه بدست آورید    5

 و با هم مقایسه کنید.؟

 :حدها و رابطه هایی که معنی مشتق می دهند

xمفهوم و معرفی نماد حد: حد تابع را در نقطه  a   با

limنماد  ( )x a f x
نشان می دهند به عنوان مثال وقتی   

گفته می شود که  
2lim ( ) 5x f x     بدین معنی است که

نزدیک می شود به عدد  2آن به عدد xمقدار تابع وقتی  

مقفدار واقعی تابع  5نزدیک می شود. در واقع عدد  5

( )f x   نمی باشد. برای محاسبه چنین حدهایی  2در نقطه

xبه جای محاسبه حد ابتدا عدد  a   و تابع( )f x   را

مشتق xپیدا کرده سپس از تابع مشتق گرفته و به جای 

 ید.قرار ده  aتابع عدد 

 رابطه ها

( ) ( )
1) lim ( )x a

f x f a
f a

x a






 

)تست: اگر  ) sinf x x x  باشد حاصل
( ) ( )

limx

f x f

x










کدام    

 است؟

 1 د(         ج(        ب(       3 الف(

به جای این حد می توان از تابع  1حل: طبقه رابطه 

xمشتق گرفته و نقطه     را به جایx   های مشتق قرار

 دهیم.
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( ) sin ( ) 1 sin cos

( ) sin cos

f x x x f x x x x

f     

     

     
 

 گزینه ج صحیح است.

0

0

( ) ( )
2) lim ( )

( ) ( )
lim ( )

h

h

f a h f a
f a

h

f x h f x
f x

h





 


 


 

)تست : اگر  ) xf x x e باشد مقدار   2
 

0

1 (1)
limh

f h f

h


 
   

 کدام است؟

 e4 د(       e3 ج(        e2 ب(       e الف(

 حل گزینه ج صحیح است.

2 2( ) ( ) 2

(1) 2 3

x x xf x x e f x xe e x

f e e e

    

   
 

0

( ) ( )
3) lim ( ) ( )h

f a bh f a ch
b c f a

h


  
   

)تست: اگر   ) sinf x x limhحاصل    22

f h f h

h

 



   
     

   
0

2 3
8 8

  

 کدام است؟

 -13 د(       13 ج(        5 ب(       -5 الف(

  حل: گزینه صحیح است

 
22( ) sin 2 sin 2 ( ) 2 (2cos 2 )sin 2

2 2
2 3 ( ) 5 2 3 10

8 8 2 2

f x x x f x x x

a b c b c f
 

    

 
            
 

 

باشد   xمتغیر aممکن است به جای   3در رابطه  -1تذکر

0

( ) ( )
lim ( ) ( )h

f x bh f x ch
b c f x

h
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مثال: حاصل 
( ) ( )

limh

f x h f x h

h


  
0

2
)اگر     ) lnf x x x   کدام

 است؟

1
( ) 1 ln ln 1

2 1

( )( ) 3(ln 1) 3ln 3

f x x x x
x

b c

f x b c x x

      

   

       

 

 نکات مهم در مورد مشتق گیری

بهتر است  lnبعضی مواقع برای محاسبه مشتق از  -1

تابع را ساده کرده و  lnابتدا با استفاده از خواص  

سپس از قانون 
u

u


 مشتق را بدست آوریم.  

تست: اگر  

 
( ) ln

x x
f x

x




3

3
2 1

f(1)مقدار     کدام است؟ 

ln3 الف( ln3 ب(       2 د(     2 ج(       2
1

2
 

 lnخواص

 

 

 حل:

3 2 3 3 2

2

2

( ) ln ln( 1) ln ln 3ln( 1)

1 3 1 1 2
3ln ln 3ln( 1) ( ) 3

2 2 1

1 6 1
(1) 3

2 2 2

f x x x x x x x

x
x x x f x

x x x

f

      

       


    

 

 گزینه د صحیح است.

اگر دو یا چند تابع در هم ضرب یا تقسیم شده باشند -2

بدست آوریم  aو بخواهیم مقدار مشتق را در نقطه مانند 

ln ln ln

ln ln ln

ln lnn

a
a b

b

ab a b

a n a
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یکی از عبارت ها را صفر کند برای   aبه شرطی که عدد 

محاسبه مشتق کافی است فقط از عبارتی مشتق بگیریم که 

آن را صفر می کند و بقیه عبارت ها را بدون   aعدد 

را در آنها جایگذاری  aانکه مشتق بگیریم فقط مقدار 

 کرده 

مثال: اگر  
 sin cos

( )
cos

x x
f x

x






2
2

2
)باشد    )f    کدام است؟ 

 
2

cos 2 cos 1
sin 0 ( ) cos ( )

2 cos 3
f x x f

 
 



 
      


 

تست: اگر 
( )( )

( )
( )( )

x x x
f x

x x

 


 

2 1 3 3

2 2 3
f(1)باشد حاصل    کدام است؟ 

 -2  د(      2 ج(       -1 ب(       1 الف(

xحل: چون   1     فقط عبارتx 3 صفر می کند سپس  را 3

xفقط مشتق  3 را بدست می آوریم و بقیه را دست نمی   3

 زنیم.

1 1(2(1) 1) 3 3
3 3 3(1) 3 0 ( ) 3 (1) 1

(1 2)(2(1) 3) 3

xx f x f  
           

  
 

در   xحدهایی هستند که مقدار جایگذاری عدد به جای -3

جلوی حد صورت و مخرج کسر همزمان صفر می شود در این 

حالت برای محاسبه جواب حد از قانون زیر استفاده می 

در صورت و مخرج xرا به جای متغیر  aکنیم، سپس مقدار 

، شدجایگذاری کرده، اگر جواب صورت و مخرج هر دو صفر

استفاده کرده و از صورت و  1ره می توان از قانون دوبا

 مخرج دوباره مشتق گرفته و اینکار تا جایی ادامه پیدا

 می کند که هر دو صفر نشوند و حاصل یک عدد بدست آید. 

      :1قانون              
مشتق صورت نسبت  به 

مشتق مخرج نسبت به 
 



 

41 
 

تابعی مشتق پذیر باشد حاصل   fتست: اگر
  ( )

limx a

xf a af x

x a





 

 کدام است؟

) الف( ) ( )f a af a   ب) ( )af a   )ج ( ) ( )f a af a     )د( ) ( )f a af a  

را قرار دهیم حاصل  aدر حد مقدار  xحل: اگر بجای 

 1صورت و مخرج هر دو صفر می شود و می توان از قانون 

 استفاده کرد.

 گزینه ج صحیح است.

( ) ( ) ( ) ( ) 0
lim

0

( ) ( ) ( ) ( )
lim ( ) ( )

1 1

x a

ن و ان ق
x a

xf a af x af a af a

x a a a

f a af x f a af a
f a af a





 
 

 

  
   

 

 قانون مشتق توابع مرکب

را با  gو  fدو تابع دلخواه باشند می توان  gو  fاگر 

هم ترکیب و تابع جدید بوجود آورد. ترکیب دو تابع را 

)با علامت  )( )fog x   با( )( )gof x  نمایش می دهند و به صورت

 زیر نوشته می شود.

( )( ) ( ( )) ( )( ) ( ( ))fog x f g x gof x g f x  

gof,محاسبه مشتق  fog 

   

   

( ) ( ( )) ( ) ( ( ))

( ) ( ( )) ( ) ( ( ))

fog x f g x g x f g x

gof x g f x f x g f x

     

     

 

)تست: اگر ) ( ),g x f ax a 0  و( 0 ) 2g (0)باشد، آنگاهf   کدام

 است؟

 ج(       a2 ب(       a الف(
a

2
 aد(        

 حل: گزینه ج صحیح است.
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0

( ) ( ( )) ( ) ( )

2
(0) (0) 2 (0) (0)x

g x f a x g x af ax

g af af f
a



   

        
 

 دیفرانسیل یک تابع و کاربرد آن

اگر  y f x   یک تابع دلخواه باشد دیفرانسیل تابع را

نشان می دهند. در واقع دیفرانسیل یک dfیا  dyبا نماد 

)تغییرات تابع را به ازاء تغییرات  dyتابع  )dx x  در

دامنه تابع نشان می دهند. در ریاضی از مفهوم 

دیفرانسیل در مفاهیم انتگرال و حل معادلات دیفرانسیل 

 و... استفاده می شود.

 محاسبه دیفرانسیل تابع

وقتی گفته می شود   y f x   در واقع از تابعf   نسبت

ود حال اگر مشتق تابع را نسبت بهمشتق گرفته می ش xبه

x  با علامت
d

dx
نشان دهیم داریم:   ( )

dy
y f x dy f x dx

dx
      

در واقع برای محاسبه دیفرانسیل تابع باید مشتق تابع 

 ضرب کنیم.  dxرا در 

)مثال: دیفرانسیل تابع   ) xf x x e  را بدست آورید. 2

 2 2( ) 2 2x x x xf x xe e x dy xe x e dx       

را به صورت عدد محاسبه کرد البته به dy: می توان توجه

xشرط آنکه  a   و مقدارdx داده شده باشند 

مثال: اگر   ( )f x x x 
2

2 باشد مقدار دیفرانسیل تابع در  2

xنقطه 1  و به ازایdx=0/02بدست آورید؟ 

2

2

( ) 2 (2 2) ( 2 )

(1) 2 (2 2) (1 2) 24

(1) 24 0 / 02 0 / 48

f x x x x

f

dy f dx
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نیز همان تغییرا تابع به ازا y: در واقع   yمحاسبه 

است که از رابطه زیر محاسبه می xیعنی  xتغییرات 

 شود:

  ( )y f x x f x    

از لحاظ عددی بهم نزدیک هستند  xوy: مقدارتوجه

 مانند مثال زیر:

)مثال: اگر  )f x x x 3 را به ازاء  xوyباشد مقدار 2

0 / 01,       1x dx x     بدست آورید؟ 

   

2( ) 3 2 ( 1) 1 0 / 01 0 / 01

( ) 1 0 / 01 ( 1) ( 0 / 99) 1 0 / 01

f x x dy f dx

y f x x f x f f f

         

            

 

: یکی ازکاربردهای مهم دیفرانسیل کاربرد دیفرانسیل

 بدست آوردن مقدار تقریبی می باشد.

روش محاسبه مقدار تقریبی را در مثال زیر توضیح می 

 دهیم.

2 1y dy y  

3/مثال: مقدار تقریبی عدد  8 رابه کمک دیفرانسیل پیدا 3

 کنید؟

پیدا کردن تابع: عدد زیر رادیکال را حذف و به جای -1

)آن  قرار دهید تا تابع پیدا شود. )f x x 3 

پیدا کردن نقطه: برای پیدا کردن نقطه باید عددی را -2

در ضمن  پیدا کنیم که به عدد زیر رادیکال نزدیک باشد

xفرجه سوم را می دانیم 8 

     dxپیدا کردن-3

 dxعدد اصلی زیر رادیکال=  -عدد جدید بدست آمده 

3/3=8-3/8 
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yمحاسبه -4 1        
(x)جدیدy f1 

3(8) 8 2f   

 dyمحاسبه -5

33 2

2 1

1 8 1 1 1
( ) 0 / 3 0 / 3

0 / 3 12 403 643

1
2

40

x
dy f x dx dx dy

dxx

y dy y


       



    

 

 را بدست آورید؟  sin35مثال: مقدار تقریبی 

2 1

( ) sin            30                35 30 5

y dy y

f x x x dx

 

    
 

 بر حسب رادیان نوشته شود            5بهتر است در محاسبات   

1

3/14

2 1

( ) cos cos30 5

5
30                         

6 180 36

3 3
cos

6 36 2 36 72

1
(30) sin

6 6 2

3 1 7 1
0 / 57

72 2 100 2

dy f x dx x dx

dy

y f f

y dy y 

  

   

 

 

    


 

     

 
    

 

       

 

4: مقدار تقریبی 1تست 15 /  کدام است؟  9

 الف(
1

2
32

ب(       
 


1
2

32
ج(       

 


1
2

320
د(        

1
2

320
 

 حل: گزینه د صحیح است.

4

3 34 4

4
1 2 1

( )                16           15 / 9 16 0 /1

1 16 1 0 /1 1
( ) 0 /1

0 /1 32 3204 4 16

1
(16) 16 2 2

320

f x x x dx

x
dy f x dx dx dy

dxx

y f y dy y
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): اگر2تست  ) sin(4 ( )),      (0) 0f x x f x f    (0)باشد آن گاهf   

 کدام است؟

 ب(       -2 الف(
1

2
 ج(     

1

2
 2د(        

 حل: گزینه د صحیح است.

   

     0

( ) sin(4 ( )) ( ) 4 ( ) .cos 4 ( )

(0) 4 (0) .cos 0 (0) (0) 4 (0) 1

4
(0) 4 (0) (0) (0) 4 2 (0) 4 (0) 2

2

x

f x x f x f x f x x f x

f f f f f

f f f f f f
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 فصل سوم

انواع مشتق ضمنی و پارامتری مشتق  -مشتق مراتب بالاتر

f,وارون تابع معادله خط مماس و خط قائم بر منحنی  f1 

 

 محاسبه مشتق مراتب بالاتر

)از مشتق تابع  اگر )y f x  یعنی( )y f x  

دو یا چند بار متوالی مشتق بگیریم، مشتق مراتب  

 بالاتر بدست می آید.

 nf xمرتبه  مشتقn(3) ام( ) ( ) ............f x f x  مشتق سوم   ( )f x مشتق دوم 

)تست: اگر  ) xf x x xe     باشد حاصل
(1)

(1)

f

f




 کدام است؟ 

الف( 
e

1

3
ب(      

 e


1 2

3 3
ج(       

 e


1 2

3 3
د(      

e




1 2

3 3
 

 حل: گزینه ج صحیح است.

1 1

1 1 1

( ) ( ) 1 ( )

(1) 1 1 1 2 (1) 1 2 1 2

(1) 3 3 3(1) 1 3

x x x x x xf x x xe f x e xe f x e e xe

f e e e f e

f e ef e e e e

          

       
   

    

 

 : nمحاسبه مشتق مرتبه 

برای توابع مختلف  nدر حالت کلی محاسبه مشتق مرتبه  

یا  2، 1اعداد  nمشکل است اما در تست ها می توان به 

را داد و مشتقات اول، دوم و سوم را بدست آورد و  3

 گزینه صحیح را پیدا کنید.

 ک عدد(: )معرفی نماد فاکتوریل برای ینکته

nفاکتوریل: اگر  N  عدد طبیعی باشد داریم 
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! ( )( )( ) ...

!

!

! !

n n n n n      

   

    

 

1 2 3 2 1

3 3 2 1 6

4 4 3 2 1 24

0 1 1 1

 

 اعداد منفی فاکتوریل ندارند.

lnyتست: اگر  x   باشد مشتق مرتبهn  ام آن کدام است؟ 

الف(   
1

( ) ( 1)

!

n
ny

n x


       )ب( )n

n

n
y

x




1
  

)ج(    ) 1

( 1)!

n

n
y

n x



د(        

1
( ) ( 1) ( 1)!n
n

n

n
y

x

 
 

nحل:   1   یعنی مشتق اول پس
1

lny x y
x

     حالا در

nبین گزینه ها  1  قرار می دهیم 

هر کدام که 
x

1
را ندهد جواب نیست و آن را حذف می   

 کنیم.

 فقط گزینه ب حذف می شود.

الف(   √
1 1

1

( 1) 1

1!
y

x x


   

ب(    
1

1 1 0
0y

x x


    

ج(√
1

1 1

(1 1)!
y

x x
  


 

د(√
1 1

1

( 1) (1 1)! 1
y

x x

 
   

nگزینه دیگر  3بار دیگر برای انتخاب  2   یعنی مشتق

دوم می گیریم.  
2

1 1
lny x y y

x x


     

 

nاین بار در سه گزینه باقی مانده  2  قرار داده 



 

48 
 

 الف(
2 1( 1) 1

2! 2
y

x x

 
   

 ج(
2 2

1 1

(2 1)!
y

x x


  


 

 د(
2 1

2 2

( 1) (2 1)! 1
y

x x

  
   

و تنها گزینه ای که 
x


2

1
 را می دهد گزینه د خواهد بود.

را در یک نقطه   n: اگر بخواهیم مشتق مرتبه توجه

xمانند  a بدست آوریم باید بعد از دو یا سه بار مشتق

 در مشتق قرار داد.  xگیری عدد داده شده را به جای 

تست: اگر
x

y
x


1

xدر  nباشد مقدار مشتق مرتبه   0  ؟   

) الف( 1)n n     )1ب( 1)n n   )ج( 1) !n n       )د

1( 1) !n n 

nحل: اگر  1  یعنی از تابع مشتق اول را بگیریم 

0

2

1
1

1 (1 )

xx
y y y

x x

     
 

 

nحال در گزینه ها به جای  1   قرار می دهیم هر کدام

 را ندهد حذف می شود. 1که 

)            1 الف( 1) 1nn n   )11ب( 1) 1nn n      )1ج( 1) ! 1nn n  

)11د(    1) ! 1nn n   

گزینه الف و ج حذف می شود و برای انتخاب گزینه صحیح 

nبین ب و د این بار  2   یعنی از تابع مشتق دوم می

 گیریم.

     
0

2 3 3

1 2 2
2

1 1 1 1 0

xx
y y y y

x x x

 
          

   
 



 

49 
 

nو در گزینه ب و د   2   2قرار داده و هر دو گزینه- 

 را می دهد.

)21ب( 1) 2nn n   

)21د( 1) ! 2nn n   

nو باز دوبار  3   یعنی از تابع مشتق سوم را می

گیریم.  
 

0(3)

4

6
6

1

xy y
x

   


 

nو دوباره در گزینه ب و ج  3   را قرار می دهیم و

 گزینه د صحیح است.

)31ب( 1) 3nn n   

)31د( 1) ! 3! 6nn n    

 محاسبه مشتق ضمنی

یکی دیگر از انواع مشتق گیری به روش ضمنی است و با 

نماد 
dy

dx
یا   

xy  .نشان می دهند 

 موارد استفاده از مشتق گیری ضمنی:

در مساله توان دار باشد مثل    yمتغیر  -1 10 5..., ,y y  و

حتی به صورت 
mn y  که می توان به صورت توان کسری نوشت 

نسبت های مثلثاتی    جلویyمتغیر-2

csc ,sec ,cot , tan ,cos ,siny y y y y y .باشد 

باشد  lnدرتوان تابع نمایی یادرجلویyمتغیر-3 ln , yy e 

یا توانی از آن ضرب شده باشد  xدرyمتغیر-4 m nax y 

 مثلثاتی باشد.جلوی توابع معکوس yمتغی-5

 روش محاسبه مشتق ضمنی

همه عبارت ها را یک طرف آورده و مساوی صفر قرار -1

 دهید.
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 با استفاده از فرمول زیر مشتق ضمنی محاسبه می شود.-2

  

  
  

مشتق عبارت نسبت به متغییر 

مشتق عبارت نسبت متغییر به  
 

 مثال های گوناگون از مشتق گیری ضمنی:

در مساله از هم جدا باشند yو xحالتی که متغیرهای -1

 )یعنی به صورت ضرب کنار هم نباشند(

xمثال: اگر  y x x y   2 3 4 باشد   5
dy

dx
 را بدست آورید؟  

2 3 4

3

2

5 0

2 4 5

3 1
x

x y x x y

dy x x
y

dx y

    

 
   



 

از هم جدا  yو  x: در این حالت که متغیرهای 1 نکته

هستند مانند مثال قبل وقتی مشتق نسبت به  گرفته می 

 در نظر گرفته نمی شود. و بالعکس   yشود متغیر

: در محاسبه مشتق ضمنی در یک نقطه باید بعد از 2 نکته

و  xمشتق گرفتن طول و عرض نقطه داده شده را به جای 

y   .در مشتق جایگذاری کرده 

sinتست: اگر   cosx y y x    باشد مقدار,
dy

dx

  
 
 4 4

کدام   

 است؟

 ب( 1الف( 




2 2

2 2      
ج( 





2 2

2 2
 د(         





2 2

2 2
 

,
4 4

2
1

1 sin 2sin cos 0
cos 1 2

1
2

2 2

2 1

dy x
x y y x

dx y

  
 
 




       





 



 

 گزینه د صحیح است.
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در هم ضرب شده    yو  xحالتی است که متغیرهای -2

 باشند.

xمثال: اگر   y xy y x  2 3 5 23 مطلوبست محاسبه  1
dy

dx
 ؟  

x y xy y x

dy xy y y

dx y x y x yx

   

 
 

 

2 3 5 2

3 5 2

2 2 4

3 1 0

2 3

2 15 2

 

در هم ضرب شده باشند    yو  xدر حالتی که    تذکر:

بدون تغییر  nyمشتق گرفته و   nxدر صورت کسر،فقط از 

ضرب می کنیم و به همین ترتیب در  nxدر کنار مشتق  

را بدون تغییر   nxمشتق گرفته و  nyمخرج کسر فقط از  

 ضرب کنید.  nyدر مشتق 

2تست: اگر  2 2 2 5x y y x x y  مقدار
dx

dy
در نقطه

2
1,

5
A
 
 
 

 کدام است؟

 الف(
4

5  
 ب(      

4

5
 ج(      

5

4
 د(       

5

4
 

 حل:   

,

,
A

xy y x x y

dy y xy dy

dx xy yx dx

 
 
 

   

   
    

   

2 2 2

22 2 1
5

2

2 5 0

2 2 2 4
1

2 2 5 5 5

 

ولی چون 
dx

dy
را می خواهیم آن را معکوس کرده و ساده   

کنید. گزینه د صحیح است. 
dx

dy


5

4
 

 lnحالتی که مشتق ضمنی را برای توابع نهایی و  -3

مثلثاتی می گیریم: چون در فرمول مشتق این توابع  

و در  xداریم برای محاسبه مشتق ضمنی را فقط از   

 بگیرید.  yمخرج مشتق فقط از 

 تست:
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)sinاگر  ) cos( )x y x y  باشدمقدارمشتق ضمنی
dy

dx
 کدام است؟

 2 د(       1 ج(       -1 ب(         3 الف(

    صحیح استحل: گزینه ب 

cos( ) sin( )
sin( ) cos( )

cos( ) sin( )

dy x y x y
x y x y

dx x y x y

   
        

   

1 1
0 1

1 1

lnتست: اگر  lny xe x x y       باشد مقدار
dy

dx
در نقطه   

 1,1A  کدام است؟ 

 ب(         1 الف(
3

2
 ج(       

3

2
 -1 د(       

   صحیح است حل: گزینه ب

   ,

ln ln

,

y x

y x

A

y x

e x x y

e
dy dyx

dx dx
e

y







   

 

   



11

0

1
1

3
11

1 2

 

 پارامتری کردن تابع

)در تابع  )y f x    اگر,y x    را جدا کرده و بر حسب یک

پارامتر جدید بنویسیم اصطلاحاا گفته می شود و تابع 

yپارامتری شده است مثلاا در تابع    x xاگر  3 t   

)آنگاه    )
x t

y f x
y t


  


3

 

مشتق گیری پارامتری: یکی دیگر از انواع مشتق گیری می 

باشد که با نماد 
dy

y
dx

   نشان می دهند و موارد

 استفاده از مشتق گیری پارامتری برابر است با:

 تا باشد. 2باید تعداد معادلات حتماا -1

درست راست معادله ها حتماا باید متغیرها مثل هم -2

 باشند.
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 ول مشتق پارامتریفرم

dy

dy dty
dxdx

dt

  

عدد  t: می توان در مشتق گیری پارامتری به جای  توجه

قرار داد و 
dy

dx
 را به صورت عدد ثابت بدست آورد.  

مثال: اگر   

2

3 2 1

x t t

y t t

  


  
مقدار  

dy

dx
 را محاسبه کنید. 

dy

dy tdt
dxdx t

dt


 



23 2

2 1
 

تست: اگر 
sin

cos sin

x t

y t t




 
tمقدار در نقطه 




3

4
 کدام است؟  

 الف(
2

2      
 2 د(       -2 ج(       1 ب(

 صحیح استحل: گزینه د

sin cos
sin cos

cos
cos

t

dy

dy t tdty
dxdx t

dt


 






  

 
     



3

4

3 3 2 2

4 4 2 2 2
3 2
4 2

 

مشتق ضمنی مرتبه دوممحاسبه 
d y

y
dx

 
 

 

2

2
 

برای محاسبه مشتق ضمنی معادله داده شده را به یکطرف 

آورده و سپس دوبار مشتق گیری می کنیم. به این صورت 

1nnyبود به جای مشتق آن    که هر جا   y    و هر جاy  

بود از قانون ضرب مشتق yyو اگر    yبود به جای آن 

 بگیرید.
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)2یعنی   )yy y y y y y y y             بعد از دوبار مشتق گیری

    بود طبق فرمول yهر جا  
مشتق نسبت به 

مشتق نسبت به 
  , y  را حذف

 می کنیم.

xمثال: اگر  y 2 2 باشد حاصل   1
d y

dx

2

2
 کدام است؟  

 

2 2

2

2
2 2 2

2 22 2

3

1 2 2 0

2 (2 2 ) 0 2 2 2 0

2 2
2 2 2 2

2

2 2 2 2

x
y

y

x y x yy

x
y y yy yy

y

x x y x
y xy y y

y
y y y y



    

 
           

 

   
           

 

محاسبه مشتق پارامتری مرتبه دوم  
d y

dx

 
 
 

2

2
 

کمک  برای محاسبه مشتق دوم پارامتری از رابطه زیر

 بگیرید:

 

2

32

t t t t
x

t

y x y xd y
y

dx x

   
 


 

ty :  مشتق دومy   است بهt 

ty
  :

 tنسبت به  yمشتق اول 

tx
  :

 tنسبت به  xمشتق دوم 

tx
  :
 tنسبت به  xمشتق اول  

مثال: اگر 
x t t

y t t

  


 

2

3

4
باشد  

d y

dx

2

2
tدر   0   را بدست آورید؟ 

 

2 2 2
0

32

3 1 6 6 (4 2 ) (3 1)( 2) 2 1

64 324 2 2 4 2

tt t

t t

y t y t d y t t t
y y

dxx t x t


         

      
      

 

 توجه: کاربرد مشتق ضمنی
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برای محاسبه مشتق توابعی که به صورت رادیکال های تو 

در تو باشد و رادیکال تابی نهایت ادامه داشته باشد 

روش حل را در می توان از مشتق ضمنی استفاده کرد. 

 مثال زیر توضیح می دهیم:

sinمثال: اگر   sin ...y x x    باشد
xy  محاسبه کنید؟ 

حل: ابتدا رادیکال اول را حذف می کنیم یعنی طرفین 

 می رسانیم. 2رابطه را به توان 

 همه عبارت ها را به یک طرف آورده

sin sin sin ... sin sin

y

y x x x y x y y x y          2 2 2 0 

را محاسبه می کنیم  yسپس با مشتق ضمنی  
cos

2 1

x
y

y


  


و   

sinحالا عبارت  sin ...y x x    را دوباره به جایy   در

 مخرج کسر قرار داده.

cos

sin sin ... 1

x
y

x x

 

  

 

تذکر: بعضی مواقع ممکن است بخواهیم مشتق اول یا دوم 

 ضمنی را در یک نقطه دلخواه محاسبه کنیم.

sinمثال: اگر   sin ...y x x    مقدار
dy

x
dx

 
 

 6
را   

 محاسبه کنید؟

siny(حذف رادیکال   1حل:  x y 2 

x( جایگذاری 2



6

 yو محاسبه 1در   

siny y y y y y


        2 2 21 1
0

6 2 2
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در مشتق ضمنی برای جایگذاری باید هم طول و هم عرض 

 نقطه را داشته باشیم.

y قابل قبول نیست چون زیر رادیکال در مساله همواره   2

 مثبت است.

1 1
3 1/6

2 2

1 3

2 2

1 3
0

3 2
1 2 3

2 1 3
0

2

3
cos

cos 16 2sin 0
2 1 231 3

2
2

y

y y
b

y
a

y y

dy x
y x y

dx y








 
 

  
     


 



        
  

 
 



 

 محاسبه مشتق وارون تابع

)اگر  )y f x  یک تابع دلخواه باشد وارون آن را با( )f x1  

)نشان می دهیم. یکی از تفاوت های تابع   )f x   و وارون

)آن یعنی  )f x1  در این است که طول تابعf  عرض تابع   1

f    و عرض تابعf  در واقع در تابع     fطول تابع  1

f 1    جای طول و عرض عوض شده است به عنوان مثال اگر

( )f x x x  2 xباشد اگر نقطه 1 1    طول تابعf 1   باشد و

در فاصله  fدر تابع   xبخواهیم طول  0,2  را بدست

xآوریم  باید  1    را به جای عرض تابعf   .قرار دهیم

 (x 1  عرض تابع      طول تابعy 1f) 

2 2
0

1 1 0 ( 1) 0
1 0 1

x
x x x x x x

x x


           

    
 

در فاصله  xچون طول  ,02   خواسته بدست آمده فقطx 0 

 جواب است و در این فاصله قرار می گیرد.

f محاسبه مشتق تابع 1 
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fبا استفاده از رابطه زیر و بدون محاسبه  1  می توان

fمشتق  1  .را بدست آورید 

1 1
( )( )

( )
f x

f y

 


 

)مثال: اگر  )f x x x  2 باشد و   1 1,1fD    مقدار مشتق

fتابع  1    را در نقطه ای به طولx 1  واقع برf 1  بدست

 آورید.

1

2 2

1
( )(1)

( )

1 1 0

0
( 1) 0

1 0 1

f
f y

y x x x x

x
x x

x x

 


      


   

    

 

X=-1 چون در فاصله غیرقابل قبول 1,1.قرار ندارد 

0

1

( ) 2 1 (0) 1

1 1
( ) (1) 1

( ) 1

xf x x f

f
f y





     

   


 

)تست: اگر  ) xf x x e  1    1باشد( ) (2)f   کدام است؟ 

 ج(       2 ب(   1 الف(
1

2
 د(       

1

3
 

 حل   :

1

0 0

1

1
( ) (2)

( )

2 1 1 0

( ) 1 (0) 1 2

1 1
( ) (2)

( ) 2

x x

xx

f
f y

x e x e x

f x e f e

f
f y







 


        

      

  


 

 گزینه ج صحیح است.

 بدست آوردن معادله خط مماس و خط قائم بر منحنی

 (بدست آوردن شیب خط مماس )ضریب زاویه خط مماس(1
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xو نقطه  fاگر تابع  aرا داشته باشیم می توان گفت 

)شیب خط مماس=  )f a   مشتق تابع :f  در نقطهx a 

شیب خط قائم =
1

( )f a




 عکس و قرینه شیب خط مماس  

)مثال: اگر   )f x x 3 2 باشد ضریب زاویه خط قائم بر  1

xمنحنی در نقطه   3را بدست آورید؟ 

xابتدا از تابع مشتق گرفته و سپس نقطه  3   را به جای

x های مشتق قرار داده تاشیب یا ضریب زاویه خط مماس

بدست آورید. عدد بدست آمده را عکس و قرینه کرده تا 

 دست آید.ضریب زاویه خط قائم ب

شیب خط مماس 
32 23

2 6 6 1
( ) (3)

12 23 643 ( 1)

x
f x f

x
     


 

 = شیب خط قائم -2

x(اگر 2مثال  y xy x y  2 باشد مقدار شیب خط مماس بر  2

,1)نمودار تابع در نقطه  1)A   را بدست آورید؟ 

حل: برای مشتق گیری از این تابع باید از مشتق ضمنی 

 استفاده شود.

( , )

x y xy x y

dy xy y dy

dx yx x dx

   

 
       

  

2 2

2

2

0

2 1 4
1 1 1

2 1 4 

 =شیب خط مماس1

y,( اگر  3مثال  t t x t t   3 2 باشد مقدار ضریب زاویه  2

t)شیب( خط قائم بر منحنی را در نقطه   1  بدست آورید؟ 

حل: برای مشتق گیری باید از مشتق پارامتری استفاده 

 کرد.
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 t

dy

dy t t dydt t
dxdx t dx

dt

 
     



2
13 2 1

1
2 1 3

 

+ = شیب خط قائم   3


 
1

3
 شیب خط مماس

هستند )یعنی   هاx( شیب خط های که موازی محور 1 نکته

yبه فرم  k .برابر صفر خواهد بود ) 

xها هستند )یعنی به فرمyشیب خطهای که موازی محور  k  

 )تعریف نشده( خواهد بود. (برابر 

ax(محاسبه شیب خطهایی به فرم2 نکته by c    ابتدا:,y x 

استفاده می  زیر را به یک طرف معادله برده و از فرمول

-=m=                             کنیم.
ضریب  

ضریب 
 شیب خط

xمثال: شیب یا ضریب زاویه خط مماس بر منحنی    y 2 5 6 

 را بدست آورید؟

2 2
2 5 6

5 5
x y m      

 

 

y(شیب خطهایی که به فرم 3 نکته ax b   می باشند برابر

 باشد.می aیعنی   xبا ضریب 

yمثال: شیب خط   x 
1

5
2

شیب خط=      را بدست آورید؟ 
 

 
 

:دوخط را موازی میگویند اگرشیب شرط موازی بودن دوخط

 آنها مساوی باشد

بودن دو خط: دو خط را بر هم عمود گویند اگر عمودشرط 

شود یا به  -1حاصل ضرب شیب های آن ها برابر شود 

قرینه شیب خط دیگر وعبارت دیگر شیب یکی از خطوط عکس 

 باشد
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ax,چند باشد که دو خط  a: مقدار عدد1مثال y x y   2 3 2 3 4 

 بر هم عمود و یا با هم موازی باشند؟

حل: ابتدا شیب دو خط را بدست می آوریم سپس شرط موازی 

 بودن و عمود بودن را می نویسم.

a a
  

2 2
xشیب خط y  2 3 4 

  


2 2

3 3
axشیب خط y  2 3 

a a   
4

3 4
3

طرفین وسطین
a


2

2 3
 موازی بودن 

a a
a a


            

2 2 6
1 1 2 6 3

2 3 6 3
 عمود بودن  

)اگر -2مثال )f x x x  2 3 را در خط aباشد مقدار عدد3

ax y 2 fطوری بدست آورید که خط مماس بر نمودار تابع 5

xدر نقطه  1 با خطax y 2  موازی باشد؟5

 حل: برای موازی بودن باید شیب ها مساوی باشند.

a
a  



2
2

1
axشیب y  2 5 

1( ) 2 3 (1) 1xf x x f      خط=مشتق تابع شیب( )f x x x  2 3 در 3

xنقطه  1 

a a


    
1

2 1
2

 شرط موازی بودن

y: در چه نقاطی از منحنی 1تست x x  3 خط مماس بر  2

yمنحنی موازی خط  x 4  است؟ 1

x الف( 0     )ب x  1      )ج x  2   )د x  3 

حل: برای موازی بودن باید شیب ها مساوی باشند.    


  

4
4

1
yشیب خط x   4 1 

2( ) 3 1f x x  شیب خط=مشتق تابع( )f x x x  3 2 
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2 2 23 1 4 3 4 1 1 1x x x x        شرط موازی بودن 

 گزینه ب صحیح است.

y: اگر 2تست  x ax b  2  باشد و نقطه 1,1A روی نمودار

b,تابع باشد مقدار  a  چند باشد که خطy x  بر نمودار

 تابع مماس باشد؟

b, الف( a  2 b, ب(   2 a  3 b, ج(   3 a   1 b,د(     1 a  1 1 

b,حل: در مثال بالا برای محاسبه  a  از دو نکته زیر

 استفاده می شود.

( نقطه 1 نکته 1,1A روی نمودار است پس در معادله تابع

y,صدق می کند یعنی به جای x  های تابع نقطه ,11  را می

 گذاریم.

21 1 (1) 1 1 0a b a b a b          

y: چون در تست گفته شد خط  2 نکته x  بر نمودار تابع

پس بایدشیب خط مماس برنمودارتابع درنقطه است مماس

 1,1Aشیب خط باy xبرابر باشد 

 

 

2

1 2

f x x a

f a

  

  
2xشیب خط=مشتق تابع ax b درنقطه 1,1 

=1                     2 1 1a a      y=xشیب خط                                                   

aسپس   1  بدست آوردیم  1را در رابطه ای که از نکته

 جایگذاری کرده و می آید.

 گزینه ج صحیح است.

10 1 0 1aa b b b       

 پیداکردن معادله خط مماس و خط قائم

y,معادله خط: هر رابطه بین  x   (,y x به 1با توان )

را معادله خط می نامند. با استفاده از  ax+by=cصورت  
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رابطه های زیر می توان معادله خط مماس و خط قائم 

در نقطه  fتابع  ,A AA x y .را بدست آورد 

)شیب خط مماس )Af x m    ( )A A Ay y f x x x  خط مماس 

شیب خط قائم  
1

( )A

m
f x

 
 

 
  

1
( )

( )
A A

A

y y x x
f x


  


 خط قائم

: برای بدست آوردن معادله خط مماس و خط قائم توجه

باید طول نقطه 
Ax  عرض نقطه

Ay  و مقدار شیب یعنی مشتق

تابع در نقطه داده شده را بدست آورده و در رابطه ها 

 قرار داد.

yاگر -1مثال: x x x  3 باشد معادله خط مماس و خط قائم 2

1xمنحنی را در نقطه به طول  بدست اورید؟ 

حل: در این مثال ما فقط طول نقطه را داریم برای بدست 

تابع گذاشته   xآوردن عرض باید طول نقطه را به جای 

 آید. تا عرض آن بدست

3 2: 1 1 1 3y    عرض نقطهx  1طول نقطه 

612شیب خط مماس( ) 3 2 1 xf x x x     مشتق تابع در نقطه=x 1 

 
1

6
 شیب خط قائم

: ( )y x y x y x         3 6 1 6 6 3 6  مماس معادله خط3

1 1 1 1 19
: 3 ( 1) 3

6 6 6 6 6
y x y x y x

  
         معادله خط قائم 

برای از بین بردن مخرج کسر می توان طرفین رابطه را 

 ضرب کرد 6در 

6 19y x   

اگر  -2مثال

t

t

x e

y e t

  


 
2

1
معادله خط مماس بر نمودار تابع در 

0tنقطه  را بدست آورید؟ 
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 حل:

2
02 1 3

3
1

t
t

t

dy e

dx e


   0شیب خط= مشتق تابع پارامتری درT 

x e  0 1  طول نقطه0

( )y e  2 0 0  عرض نقطه   1

( )y x y x     1 3 0 3  معادله خط مماس1

در تست ها معمولا برای پیدا کردن معادله خط  -1نکته

با بدست آوردن فقط شیب خط )بدون نوشتن  مماس می توان

 (2معادله( گزینه صحیح را پیدا کرد. )مانند تست 

بعضی مواقع در تست ها ممکن است در گزینه ها  -2 نکته

تمامی شیب ها مساوی باشند در این صورت برای پیدا 

کردن گزینه صحیح می توان از طول و عرض نقطه داده شده 

 (1کمک گرفت .)مانند تست 

اگر -1تست  ,y t x t   
2 22 1 2 tمعادله خط مماس در  1 2  

 کدام است؟

15 الف( 20y x    )15 ب 20y x    )15 ج 10y x    )15 د 10y x  

دارند پس نیازی به 15: چون در همه گزینه ها شیب حل

از طول و عرض  2محاسبه شیب نیست. بهتر است طبق نکته 

xبگیریم و فقط در گزینه الف اگر به جای  3   قرار دهید

y 25 .را می دهد 

x
t

y


  



3
1

25
 

معادله خط قائم بر بیضی  -2تست
x

y 
2

22 1
2

A,در نقطه  
 
 
 

1
1

2
 

 کدام است؟

y الف( x 
3

2
2

y (ب    x  
3

2
2

y ج(   x


 
1

1
2

y د(   x


 
1

1
2
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پس بهتر است ابتدا شیب حل: چون شیب ها متفاوت هستند 

 را از راه مشتق ضمنی بدست آوریم.

 2شیب خط قائم


 
1

2
شیب خط مماس

,Ady x

dx y

 
 
   

1
1

2

4
 

 دارد. 2فقط گزینه الف شیب قائم 

1fمعادله خط مماس و خط قائم بر منحنی  

fاز رابطه روبرو معادله خط مماس بر با استفاده 1  بدست

 می آید.

 
1( ) ( )

A
A Ax

y y f x x    

که  
Ax طولf 1  و

Ay  عرضf 1   خواهد بود برای معادله خط

fقائم بر  1    کافی است شیب خط مماس را عکس و قرینه

 کنیم.

)اگر -1تست  ) x xf x e e x     باشد معادله خط مماس بر

fنمودار   1  در نقطه ای به طولx 0 کدام است؟ 

y الف( x2     )ب y x3     )ج y x2     )د y x3 

 حل:

1f=عرضfطول  x  0 طولf 1 

fضعر 110 0       x xe e x x f       عرضf طول=f 1 3= نقطه 

1

0 0

1 1 1
( ) (0)

(0) 1 3

( ) 1

1 1
0 ( 0) 3

3 3

x x

f
f e e

f x e e

y x y x y x





   
  

   

       

 

 گزینه ب صحیح است.

xxxfاگر-2تست  1)(باشد خط قائم بر نمودار )(3 xf   در

ها را با کدام عرض قطع می  yواقع بر آن محور2xنقطه 

 کند؟
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 9 د(       8 ج(       7 ب(       6 الف(

 حل:

13 عرض 12  fxxx عرضf12طول  f 1طولf 

 1fعرضfطول 

4  شیب خط قائم 1شیب خط مماس 1 1
( ) (2)

(1) 4
f

f

   


 

41)2(94841معادله خط قائم  xyxyxy  

994                 گزینه د صحیح است.
0


 yxy x 

 y: اگر خط قائم یا مماس بر منحنی بخواهد محور نکته

ها را قطع کند یعنی طول آن صفر است ولی اگر منحنی 

 ها را قطع کند یعنی عروض آن صفر است. xبخواهد محور 

شیب خط قائم بر منحنی  -3تست xx eexf 
2

1
در نقطه کدام )(

)32ln( xاست؟ 

 الف(
2

1
 ب(       

2

1
 2د(       2 ج(       

 حل:

   

    

1
ln(2 3) ln(2 3) ln(2 3) ln(2 3)

1

1 1 1
( ) ( ) (ln 2 3)

2 2 2

1 1 1 1 1 4
2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 (4) 2

2 2 2 2 22 3

1 1 2 3 2 3 2 3
2 3

4 3 12 3 2 3 2 3

x xf x e e f e e e e


    



        

 
              

 

  
     

  

 

2

1
شیب خط قائم  شیب خط مماس2

 است.گزینه الف صحیح 

)(23اگر -4تست 3  xxxf  باشد خط قائم بر نمودار در

 واقع بر آن از کدام نقطه می گذرد؟6نقطه های به طول

)5,7( ب(    )3,7( الف(      )4,5( د(       )3,5( ج(  
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 حل:

133عرض=fطول  134236  fxxxxxعرضf  1fطول6

12( ) 3 3 (1) 3 3 6xf x x f       

1شیب خط مماس    1 1
( ) (6)

(1) 6
f

f

   


 

6شیب خط قائم 

61)6(3763661معادله خط قائم  xyxyxy  

دربین گزینه ها فقط گزینه )ب( هست که اگر در معادله 

 را می دهد. 5yمقدار 7xخط

y...اگر -5تست  x x x    باشد
xy ...برابر است با 

الف(

  y




3

2

2 1
 

ب(   

  y




2

1

2 1
 

ج(   
 

2

2 1

y

y




د(      

 

2

3
2 1

y

y




 

y             الف  حل: گزینه x y y x y     2 2 0 

1 1

2 1 2 1
y

y y


   

 
 مشتق ضمنی  

 2 22 0 2 2 0y yy y y yy y            2دوم مشتق 1 0yy y    مشتق اول 

12
2 2 2 12

2 2 (2 1) 2
2 1

y
yy

yy y y y y y y
y




               


 

2

2

3

1 1
2 2

2 1 2(2 1)

2 1 2 1 (2 1)

y y
y

y y y
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 فصل چهارم

کاربرد مشتق در بهینه سازی gfمشتق  -مشتقات زنجیره ای

 معرفی توابع معکوس مثلثاتی و مشتقات آنها

 

 مشتق گیری از توابع چند ضابطه ای در یک نقطه:

تابع دو ضابطه ای زیر به ما داده شده است می خواهیم 

xمشتق تابع را در نقطه 2  بدست آوریم به صورت زیر

 عمل کنید.

( )
x x x

f x
x x x

   
 

  

2

2

2 1 2

2 1 2
 

xاگر از تابع در حالت-1 2  مشتق بگیریم در واقع مشتق

xراست تابع را در نقطه  2حساب کرده ایم که با نماد

(2)f .نشان می دهند 

2مقدار مشتق راست ( ) 2 2 (2) 2(2) 2 6x f x x f          

xاگر از تابع در حالت-2 2  مشتق بگیریم در واقع مشتق

xچپ تابع را در نقطه  2حساب کرده ایم که با نماد 2f 

 نشان می دهند.

2مقدار مشتق چپ ( ) 2 2 (2) 2(2) 2 2x f x x f          

در یک نقطه وقتی : در توابع چند ضابطه ای تابع توجه

مشتق پذیر هست که مشتق چپ و راست آن با هم برابر شود 

در این مثال چون مشتق چپ و راست با هم برابر نیست پس 

xتابع در نقطه  2  .مشتق پذیر نیست 
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)مثال: آیا تابع  )
x x

f x
x x

  
 

 

2 2 1

2 1 1
مشتق پذیر  x=1در نقطه 

 است؟

2 1 (1) 2
( )

2 1 (1) 2

x x f
f x

x f





   
  

  

 

xمشتق چپ=مشتق راست تابع در 1  .مشتق پذیر است 

 کاربرد مشتق پذیر بودن تابع در یک نقطه

)مثال: اگر تابع )
ax x x

f x
x x

  
 

 

2 1

5 1 1
باشد مقدار عدد  چقدر  

xباشد که تابع در نقطه  1مشتق پذیر باشد؟ 

حل: همیشه برای محاسبه مقدار باید مشتق چپ و راست را 

 در نقطه داده شده بدست آورده و مساوی هم قرار دهیم.

2 1 1 (1) 2 (1) 1 2 1
( ) 2 1 5 2

5 1 (1) 5

ax x f a a
f x a a

x f





       
      

  

 

)=اگر 2مثال )

ax bx x

f x x x x

ax b x

  


  


 

2

2

2

1

2 1 2

3 2

b,باشد مقدار a  را طوری بدست

,  2آورید که تابع در نقاط 1x x   .مشتق پذیر باشد 

حل: در این مثال چون دو نقطه داریم باید مشتق چپ و 

راست را برای هر نقطه جداگانه بدست آورده مساوی هم 

 قرار دهیم.

 

2 0a b   

1
12 2

6
a a    

 

2 1 (1) 2

1 2 (1) 2 2 0
( ) 2 2

                (2) 2(2) 2 2

6 2       (2) 6 (2) 2 12

ax b x f a b

x f
f x x

f

ax x f a a
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a

b b
  

     
 

1

6
1 1

2 0
6 3

 در رابطه گذاشته

اگر تابع -3مثال

3 2

2

1 2
( )

3 1 2

x ax bx x
f x

x x x

    
 

  

15aباشد حاصل  b 

را طوری بدست آورید که تابع در نقاط مشخص شده مشتق 

 پذیر باشد؟

حل: با توجه به دامنه تابع

3 2

2

1     -2 x 2
( )

3 1 2 2

x ax bx
f x

x x x x

     
 

    

 

2,پس باید مشتق پذیری تابع را در دو نقطه رسی کرد بر 2

یعنی مشتق چپ و راست هر کدام را جداگانه بدست آورده 

 و با هم مساوی قرار دهیم.

23 2 2 2
( )

2 3 2 2

x ax b x
f x

x x x

     
  

   

 

2

2

(2) 2(2) 3 1
12 4 1 4 11

(2) 3(2) 2 (2) 12 4

( 2) 3( 2) 2 ( 2) 12 4 12 4 7 4 19

(2) 3( 2) 3 7

f
a b a b

f a b a b

f a b a b a b a b

f









   
       

      

                   


     

 

b,برای محاسبه  a در معادله بدست آمده را در دستگاه

 قرار داده و

4 11

4 19

2 30 15 4 15 11 4 11 15 4 4 1

15 15(1) 15 30

a b

a b

b b a a a a

a b

  

   

                

    

 

 تابع )روش جایگزین کردن( محاسبه حد

limرا با نماد  aحد تابع در نقطه مانند ( )x a f x
نشان می 

دهند برای محاسبه حد تابع می توان عدد را به جای 
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قرار داد و تحت شرایط خاص با جایگذاری جواب حد را 

 بدست آورد مانند مثال های زیر:

2 2

1

2

1) lim 2 3 1 2(1) 3 2

2 1 2( 2) 1 5
2) lim 1

3 1 3( 2) 1 5

x

x

x x

x

x





     

   
   

   

 

 محاسبه حد در توابع چند ضابطه ای:

)مثال: اگر )
x x

f x
x x

  
 

 

2

2

5 1

2 6 1
مقدار حد تابع را در نقطه 

x 1 بدست آورید؟ 

حل: مانند مشتق توابع چند ضابطه ای حد تابع را به دو 

حد قسمت حد چپ و حد راست تبدیل می کنیم. اگر مقدار 

نشود( اصطلاحاا گفته چپ و حد راست با هم برابر شود)

 می شود تابع در نقطه داده شده حد دارد

xچون حد راست و حد چپ تابع در نقطه  1 

2

1
lim 5 1 5 4

x
x
    حد راست 

2

1
lim 2 6 2 6 4

x
x
    حد چپ 

xبا هم برابر شده سپس تابع در نقطه 1 حد دارد 

کاربرد حد چپ و حد راست در محاسبه مقادیر مجهول در 

 :حالتی که تابع مشتق پذیر باشد

)مثال: اگر )
ax bx x

f x
ax b x

   
 

 

2

2

1 1

2 1
xدر نقطه  1  مشتق پذیر

b,باشد مقدار a را پیدا کنید؟ 

مثال: همیشه اول مشتق چپ و راست را محاسبه و مساوی 

 هم قرار می دهیم:

2 1 (1) 2 (1) 2
( ) 2 4 2 0

4 1 (1) 4 (1) 4      

ax b x f a b a b
f x a b a a b

ax x f a a
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حال حد چپ و راست تابع را محاسبه کرده و مساوی هم 

 قرار می دهیم.

2

1
lim 1 1

x
ax bx a b

    حد راست 

2

1
lim 2 2

x
ax b a b

  حد چپ 

حال دو رابطه بدست آمده را در دستگاه دو معادله و دو 

 مجهول قرار می دهیم.

a b a b

a b a b

b b a a a

    
 

       

         

2 0 2 0

2 1 2 4 2

2 2 2 1
3 2 2 0 2

3 3 3 3

 

 محاسبه مشتق تابع قدر مطلق

برای محاسبه مشتق تابع قدر مطلق در نقطه ابتدا عدد 

 داخل قدر مطلق قرار دهید  xداده شده را به جای

عدد داده شده داخل قدر مطلق را  )+( کند از اگر -1

خود تابع بدون در نظر گرفتن علامت قدر مطلق مشتق 

 بگیرید و عدد را در مشتق جایگذاری کنید.

 چون عدد مثبت شده بدون علامت قدر مطلق مشتق می گیریم.

3 2

3 2

( ) 1

(2) ? 2 2 1 5 0

f x x x

f

  

      
 مثال

3 2 2( ) 1 ( ) 3 2 (2) 12 4 8f x x x f x x x f           حذف قدر مطلق 

( کرد، قدر -اگر عدد داده شده داخل قدر مطلق را )-2

مطلق را حذف کرده و از قرینه تابع مشتق گرفته و عدد 

 در مشتق قرار دهید. xرا به جای 

 چون عدد منفی شده از قرینه تابع مشتق می گیریم.

 

2 2 2( ) 3 5 1 (1) ? 3(1) 5(1) 1 1 0f x x x f          مثال 

2( ) 3 5 1 ( ) 6 5 (1) 6 5 1f x x x f x x f               حذف قدر مطلق 
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اگر عدد داده شده عبارت داخل قدر مطلق را صفر کرد -3

باید مشتق تابع را بدست آورده و حالت )مثبت و منفی( 

آن را در نظر بگیریم. اگر جواب مشتق بعد از جایگذاری 

عدد صفر شد اصطلاحاا گفته می شود تابع در نقطه داده 

تابع در نقطه شده مشتق پذیر است ولی در غیر این صورت 

 داده شده مشتق ندارد.

)مثال: اگر )
x

f x  
2

3
3

f(3)باشد حاصل   را بدست آورید؟ 

 داخل قدر مطلق را صفر می کند باید 3حل: چون عدد 

 مشتق را در نظر بگیریم.

2
(3) 2

3
( )

2
(3) 2

3

x
f

f x
x

f


 

  
   



 

xتابع در  3 .مشتق ندارد 

)اگر مثال : )f x x 2
(0)حاصل ?f   

2 (0) 0
( )

2 (0) 0

x f
f x

x f

 
  

  
 

xتابع در  0 .مشتق دارد 

)کدام گزینه در مورد مشتق تابعتست : ) sin 2 cos2f x x x  

xدرنقطه



2

 صحیح است؟ 

الف(
 

( ) 1
2

f


         )ب ( ) 2
2

f


         )ج ( ) 2
2

f


        )د( ) 1
2

f


  

 حل: 

( ) sin 2 cos 2 sin cos 1 0
2 2 2

f
  

       

 سپس قدر مطلق حذف از خود تابع مشتق می گیریم.
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( ) 2cos 2 2sin 2 ( ) 2cos 2 2sin 2 2
2 2 2

f x x x f
  

        

 گزینه ب صحیح است.

: بعضی مواقع ممکن است نقطه را در تابع قدر مطلق نکته

ندهند در این حالت باید ریشه های عبارت داخل قدر 

مطلق را بدست آوریم. اگر ریشه، ساده باشد نتیجه می 

شود که تابع در آن نقطه مشتق پذیر نمی باشد ولی اگر 

نتیجه می دهد که تابع در آن نقطه  ریشه ساده نباشد

 (3مشتق پذیر می باشد )مانند تست 

)مثلاا تابع )f x x درx 0  مشتق پذیر نمی باشد چونx 0

)ریشه ساده می باشد ولی تابع )f x x 2
xدر نقطه  0  مشتق

xپذیر می باشد چون 0  ریشه ساده تابع نیست بلکه ریشه

 مضاعف تابع است.

در   x: برابر بودن تعداد ریشه ها با درجهنکته))

  x)توان xتابع= ریشه ساده و تعداد ریشه ها با درجه  

 ((( در تابع برابر نباشد= ریشه غیرساده

): اگر1تست )
x x

f x
ax bx c x

 
 

  

3

2

1

1
xدر 1  مشتق مرتبه دوم

aداشته باشد حاصل  c کدام است؟ 

حل: هرگاه گفته شود تابع در یک نقطه مشتق دوم دارد 

برای محاسبه مقادیر مجعول باید مشتق اول )چپ و راست( 

همچنین مشتق دوم)چپ و راست( را جداگانه بدست آورده و 

مساوی هم قرار دهیم. اگر مقادیر مجعول بدست نیاید 

باید حد تابع )چپ و راست( را نیز بدست آورده و مساوی 

 قرار دهیم.
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2 2

2 3

3 1 (1) 3(1) 3
( ) 2 3

2 1 (1) 2 (1) 2

6 1 (1) 6(1) 6
( ) 2 6 3

2 1 (1) 2

2(3) 3

6 3 3

a b

x x f
f x a b

ax b x f a b a b

x x f
f x a a

a x f a

b

b b





 



    
    

      

    
      

  

 

    

 

lim
x

ax bx c a b c
    2

1
 حد راست

3 3

1
lim 1 1

x
x
 حد چپ 

( )
a

a b c c c
b

a c


          

 

    

3
1 3 3 1 1

3

3 1 2

 

 گزینه )ج( صحیح است.

چند باشد که تابع در  b: مقدار عدد2تست 

( )
x

xf x

ax b x




 


 
2

1
1

1

 مشتق پذیر باشد؟Rدر  

 الف(
1

2
 ج(       1 ب(       

2

3
 د(       

3

2
 

حل: ابتدا تابع را به صورت زیر می نویسیم )از خاصیت 

 قدر مطلق استفاده می کنیم(

( )

x
x

f x x
x

ax b x







  

    



2

1
1

1
1

1 1

 

1,1xسپس مشتق پذیری را برای هر دو نقطه     بررسی می

رکدام جداگانه مشتق چپ و راست را کنیم یعنی برای  ه

 بدست آورده و مساوی هم قرار می دهیم.
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2

2

2

1
1             (1) 1

1 1
( ) 1         (1) 2 (1) 2 2 1

2

    ( 1) 2 ( 1) 2
1

2 1 1 2 11
   ( 1) 1 2

( 1)

x f
x

f x x f a a a a
x

f a a

ax x a a
f











     

 

           


     


        
    
 

 

بدست نیامد حال حد چپ و راست تابع را bچون مقدار 

 برای   بدست آورده و مساوی هم قرار می دهیم.

lim
x x


 

1

1 1
1

1
xدر حد راست 1 

lim ( )
x

ax b a b a b
    2

1
xدر حد چپ1 1 

a

a b b b

b


 

         



1

2
1 1 3

1 1 1
2 2 2

3

2

 

lim ( )
x

ax b a b a b
     2 2

1
xدر حد راست1  1 

lim
x x



 
 
1

1 1
1

1
xدر حد چپ  1 

1a b   

 گزینه د صحیح است.

کدام گزینه در مورد تابع  -3تست   ( )f x x x  
2 32 1 درست  1

 است؟

xالف( در    1 .مشتق پذیر نیست 

,1ب( در  1x   .مشتق پذیر است 

xج( در  1   مشتق ندارد ولی درx  1.مشتق دارد 

xد( در  1 مشتق دارد ولی درx  1  .مشتق ندارد 
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x,حل: ریشه های عبارت های داخل قدر مطلق    1 است که  1

ابع در هر چون ریشه های ساده برای تابع نیستند پس ت

 دو نقطه مشتق پذیر هست و گزینه ب صحیح است.

               

   

2 23 3 2 2 32

2 5

1 1 1 1 1 1 1 1

1 0 1
1 1 0

1 0 1

x x x x x x x x

x x
x x

x x

         

   
     

    

 

 مشتقات زنجیره ای

)اگر )y f u (y  تابعی ازu  و )باشد( )u g x  (u  تابعی

باشد( ) در سمت راست عبارت ها، متغیرها مثل هم  xاز 

نباشند( برای محاسبه
dy

dx
از رابطه زیر استفاده می   

 کنیم:

dy dy du

dx du dx
  

تست ا: اگر
x

y
x


 21

tو    a n 2x t  باشد مقدار
dy

dt
tدر 




6
  

 کدام است؟

 2د(               1 ج(                -1 ب(         -2الف( 

حل: رسم نمودار می تواند در نوشتن رابطه قانون 

زنجیره ای کمک کند به این صورت که همیشه راس نمودار 

ج یعنی در این متغیر صورت و پایان نمودار متغیر مخر

 قرار می گیرد.  t تست
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2 2
2

2 2 2 2

2
2

2 2

2

2

1(1 ) 2 ( ) 1
                                     2(1 tan 2 )

(1 ) (1 )

1
 x            2(1 tan 2 )

(1 )

tan 2 tan 3
6 3

1 3
2 1 tan 2

61 3
6

dy dy dx
y

dt dx dt

dy x x x x dx
x

dx x x dt

dy x
x

dx x

t x

dy

dt t

 




 

  
    

 


  





  

  
    

  
  

22
2 1 3 1

16


    

 

=tبرای محاسبه مشتق در نقطه 
6


باید از رابطه مقدار را 

 نیز بدست آورد.

 گزینه ب صحیح است.

: اگر 2تست 2ln 4y x x  و
t

x
t






2

2

5 8

2
مقدار  

dt

dy
tدر    1 

 کدام است؟

 الف(
4

3
 ب(           

3

4
 ج(          

3

4
 د(                  

2

5
 

حل: نمودار مشتق در صورتی رسم می شود که متغیرها 

داده شده در سمت چپ باشند در غیر این صورت جای 

می کنیم در مثال بالا عوض متغیرها را در صورت و مخرج 

ابتدا 
dy

dt
 را حساب می کنیم.
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1
2 2 22

2

2 2 2

2 22 2 2

2
1

2

22 2

2

1 1 2 4
ln 4 ln 4 ln 4

2 2 4

5 8 10 ( 2) 2 (5 8) 36

2 2 2

5 8
1

2

1 2 4 36

2 4 2

1 2( 1) 4

1 2 1 4

t

dy dy dx
y

dt dx dt

dy x
x y x x x x x x

dx x x

t dx t t t t t
x

t dt t t

t
t x x

t

dy x t

dt x x t

dy

tdt



 



 
         

 

   
    

  


   



 
   

  

 
 

       
2

2

36( 1) 4

31 ( 1) 2

3

4

dt

dy

  
  

    

  

 صحیح است گزینه ج

)محاسبه مشتق تابع به فرم )( ( ))g xf x 

محاسبه توابعی که توان آنها خود نیز تابع است برای 

 از رابطه زیر می توان مشتق را بدست آورد:

 ( ) ( ) ln (ln )g gy f y f g f f g      

sin:مشتق تابع 1تست  xy xکدام است؟ 

sin الف( sin
cos ln( )x x

x x x
x

 
 

 
  

sin ب( cos
sin ln( )x x

x x x
x

 
 

 
 

sin ج( cos
sin lnx x

x x x
x

 
 

 
 

sin د( sin
cos lnx x

x x x
x
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 حل: گزینه الف صحیح است.

sin sin
( ) sin

cos ln( ) sin
( )

( ) cos

ln ( ) ln (ln )

x x
g x x

y x y x x x x
f x x x

g x x

f x x f
x

  
        

 

  

1

1
 

)cos:مشتق تابع 2تست  ) (tan) xf x درx



4

 کدام است؟

 الف(
1

2
 2 د(          2ج(        3ب(    

 حل:

   
2

cos cos

2

cos 1 tan
tan sin ln tan cos

tan tan

( ) sin

1 tan
ln ln tan (ln )

tan

x xg x x
y x y tan x x x

f x x

g x x

x
f x f

x

   
      

  

  


  

 

 گزینه د صحیح است.

اگر -3تست   3(0) 5   ,     6 sin 4 sin 2f f x x g x x     باشد آنگاه( )g  0 

 کدام است؟

 6د(       4ج(       2ب(     5الف( 

حل: گزینه الف صحیح است. از هر دو طرف تساوی طبق 

 قانون ترکیب توابع مشتق می گیریم.

       

       

2 3

0 2 3

(0) 5

3 6 6 4cos 4 2cos 2 sin 4 sin 2

3(0) 6 0 6(0) 4cos0 2cos0 sin 0 sin 0

6 (0) 6 (0) 6 5 6 (0) (0) 5

x

f

x f x x x x g x x

f g

f g g g



 

     

      

         

 

 کاربرد مشتق در بهینه سازی
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 و مساحت و محیط فرمول های محاسبه حجم

s طول×.مساحت مستطیل: عرض 1 xy 

) محیط مستطیل:-2 )p x y 2 

v شعاع دایره(rحجم کره )  -3 r 34

3
 

v حجم مخروط :-4 r h 21

3
 

v حجم استوانه-5 r h 2 

 :رابطه فیثاغورث قائم الزاویه1نکته

2 2 2( ) ( ) ( )BC AB AC  

 تا مبدا: :فرمول فاصله نقطه2نکته

d x y 2 2
 

3: در بین مخروط های به مولد1تست ، ماکزیمم حجم  3

 است؟ چند برابر

 18د(      17ج(      16ب(       15الف( 

 حل: روش محاسبه حجم

v  فرمول حجم-1 r h 21

3
 

، با توجه به شکل و استفاده از hبر حسب rتبدیل-2

hرابطه فیثاغورث r l 2 2 2 

2 2 2 2 2 2(3 3) 27r l h h h       

 vدر رابطه حجم و محاسبه مشتق از rجایگذاری-3

     2 3 21
27 27 27 3

3 3 3
v h h h v h

 
        

0vبعد از محاسبه مشتق، معادله  را حل کرده وh  را

 محاسبه می کنیم.
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   2 1
0 27 3 0 3 27 9 (3) 18

3 3
v h h v


            

 گزینه د صحیح است.

، استوانه ای به حجم 3: در کره ای به شعاع2تست

ماکزیمم محاط شده است. مقدار عددی حجم استوانه کدام 

 است؟

 5 د(     4 ج(      3 ب(    2 الف(

rو شعاع مقطع استوانه Rحل: )شعاع کره= ) 

V r h  حجم استوانه2

 رابطه فیثاغورث

( )

R x r

R x r

x r x r

h x

 

 

    



2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 23 3

2

 

نسبت به  vدر رابطه حجم جایگذاری کرده و از 2rوhسپس 

x.مشتق می گیریم 

2 2

2

2 3 2

32 2

2

(3 )2 (6 2 ) 6 6 0

1 2 2

(2)(2) 4

x r

V r h

V x x x x V x

x r h

V r h



   

  

 



       

    

   

 

 گزینه ج صحیح است.

است. ماکزیمم مطلق  12عدد مثبت  : مجموع دو3تست

 حاصلضرب آن ها چند است؟

 46د(        16ج(       36ب(         26الف( 
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x,حل: دو عدد  y را گرفته سپس از رابطه مجموع آنها یا

x  یاy  را بدست آورده و در فرمول حاصلضرب آنها

جایگذاری می کنیم سپس از طرفین  مشتق گرفته و مساوی 

 مصفر قرار می دهی

2

12

  s=x+y=12 x=12-y                              (12 ) 12

12 2 0 6 6x y

p x y y y y y

y y x 

       

      
 

 گزینه ب صحیح است. 

  6 6  ماکزیمم حاصلضرب36

 

 توابع معکوس مثلثاتی و مشتقات آن ها

 الف( معرفی تابع معکوس مثلثاتی

 1 1

1 1( ) sin ( ) sin sin               1, 1 ,
2 2f f

f x x f x x Arc x D D
 

 

   
        

  

   1 1

1 1( ) cos ( ) cos cos              1, 1 0,
f f

f x x f x x Arc x D D  

        

1 1

1 1( ) tan ( ) tan tan                        R ,
2 2f f

f x x f x x Arc x D R
 

 

   
       

 
 

 1 1

1 1( ) cot ( ) cot cot                     0,
f f

f x x f x x Arc x D R R  

      
 

    1 1

1 1( ) sec ( ) sec sec

1 1 0, ,
2 2f f

f x x f x x Arc x

D R
 

 

    

  
       

 

 

    1 1

1 1( ) csc ( ) csc csc

1 1 ,0 0,
2 2f f

f x x f x x Arc x

D D
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 ب(محاسبه مقدار توابع معکوس مثلثاتی در یک نقطه:

 با مثال توضیح می دهیم.

sin sinArc


 1
2

sin است. 1چه زاویه ای  ?Arc 1 

tan tan( )Arc


  
3

1
4

)tan است. -1چه زاویه ای  ) ?Arc  1 

cscمحاسبه  , secArc x Arc x:در یک نقطه 

sec ( ) cos ( )     1 11 1                    مثال:1 1 1
1)sec cos ( )x

x

  

c ( ) sin ( )cs
  1 1 1

2
2 6

1                     مثال: 1 1
2) c sin ( )cs x

x

  

: زاویه هایی که برای توابع معکوس مثلثاتی توجه مهم

بدست می آید. به شرطی قابل قبول هستند که در برد 

 تابع معکوس مثلثاتی باشد.

 ج(خواص توابع معکوس مثلثاتی

1        sin(sin ) cos(cos ) tan(tan ) cot(cot )

sec(sec ) csc(csc )

Arc u Arc u Arc u Arc u

Arc u Arc u u

  

  
 

با تابع مثلثاتی  Arc: در رابطه های بالا اگر جای توجه

 است. uعوض شود باز هم جواب

)sin          مثلاا  sin )Arc u u 

2)   sin( cos ) cos( sin )Arc x x Arc x x   2 21 1 

sinتست: حاصل عبارت cos( )Arc
 

 
 

3

5
 کدام است؟ 

 الف(
4

5
 ب(     

4

5
 ج(        

7

10
 د(      

7

10
 

 حل: گزینه ب صحیح است.

23 3 9 16 4
sin cos( ) 1 ( ) 1

5 5 25 25 5
Arc
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3) cot( tan ) tan( cot )Arc x Arc x
x x

 
1 1

 

tanمثال: حاصل عبارت cot cot tan    
   

   

1 13 1

4 2
 را بدست آورید؟ 

1 13 1 4 10
tan cot cot tan 2

4 2 3 3

    
      

   
 

4) 

1 1

1 1

1 1

sin sin                    cos cos

tan tan                  cot cot

sec sec                  csc csc

y x y x y x y x

y x y x y x y x

y x y x y x y x

 

 

 

     

     

     
 

sin(cosتست : جواب های معادله )Arc x



3

,در فاصله 
2 2

  
 
 

 

 کدام است؟

 الف(



2

 ب(             



6

 ج(        



4

 د(               



3

 

 حل:

sin sin

sin(cos ) cos sin cos

y Arc x y x

Arc x x x x
  

  

        
3 3

3 3 2 2 6
 

گزینه ای صحیح است که کسینوس آن
3

2
 باشد. 

 گزینه ب صحیح است.

5)  tan tan tan
x y

x y
xy

   
 



1 1 1

1
 

tan مثال:حاصل عبارت tan     
   

   

1 11 1

3 4
 را بدست آورید؟ 
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1 1 1 1 1

1 1 7
( ) ( )

1 1 73 4 12tan tan tan tan tan
1 1 113 4 11

1 ( ) ( )
3 4 12

    


  

       
        

        
 

6)   sin sin sinx y x y y x      1 1 1 2 21 1 

sinمثال: حاصل  sin 1 11 1

3 4
 را بدست آورید؟

1 1 1 2 2

1 1

1 1 1 1 1 1
sin sin sin 1 ( ) 1 ( )

3 4 3 4 4 3

15 8 15 8
sin sin

12 12 12

  

 

 
      

 

   
        

   

 

7)              tan tanArc x Arc
x


 

1

2
 

تست: حاصل عبارت   tan tanArc Arc  3 2 3  کدام است؟ 2

 ب(           الف(


3
 ج(              



2
 د(   



4
 

 گزینه ج صحیح است. 7حل: طبق خاصیت 

x
x x

      


1 1 1
3 2 3 2

3 2
 

 اتحادهای مثلثاتی



 

86 
 

)sin sin cos

)cos cos sin sin cos

)sin( ) sin cos sin cos

)cos( ) cos cos sin sin

)sin cos sin cos ,cos sin

tan
)sin

tan

tan
)cos

tan

)sin

x x x

x x x x x

x y x y y x

x y x y y x

x x x x x x

x
x

x

x
x

x



     

  

 

      









2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2

2

2

1 2 2

2 2 1 2 2 1

3

4

5 1 1 1

2
6 2

1

1
7 2

1

8
cos

cos
)cos

x
x

x
x







2

2

1 2

2

1 2
9

2 

1sin(2sinتست: مقدار 0 / 8) کدام است؟ 

 96/3د(          72/3ج(        64/3ب(         48/3الف( 

حل:نکته: برای محاسبه و حل تست همیشه داخل پرانتز به 

جز عدد ثابت را قرار دهید و از اتحاد مثلثاتی 

 استفاده کنید.

1 2 2 2

1

sin 0 / 8 sin 0 / 8 cos 1 sin 1 (0 / 8) 0 / 36 cos 0 / 6

sin 2sin 0 / 8 sin(2 ) 2sin cos 2(0 / 8)(0 / 6) 0 / 96
x

x x x x

x x x





         

 
    

 

 صحیح است.گزینه د 

: در محاسبات اگر داخل پرانتز دو عبارت به فرم توجه

و xنسبتهای مثلثاتی معکوس داشته باشیم باید یکی را

استفاده کنید  3,4بگیریم و از اتحادهایy دیگری را

 مانند تست زیر:

cosتست:مقدار sin sin       
    

    

1 11 1

2 4
 کدام است؟ 
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 الف(
1 45

8
 ب(     

45 1

8
 ج(         

1 45

8
 د(     




1 45

8
 

 حل:گزینه ب صحیح است.

2

1 2 2

2

1 2 2

1 1

1 1 1
sin sin cos 1 sin 1

2 2 2

3 3
cos

4 2

1 1 1
sin sin cos 1 sin 1

4 4 4

15 15
cos

16 4

1 1
cos sin sin cos( ) cos c

2 4

x y

x x x x

x

y y y y

y

x y x





 

     
          

   

  

     
          

   

  

 
     

       
    

  

os sin sin

3 15 1 1 45 1

2 4 2 4 8

y x y

   
     

 

 

 های مشتق توابع معکوس مثلثاتی فرمول

 

2

2

1

2

1

2

1) sin 1
1

2) cos 1
1

3) tan
1

4) cot
1

u
y Arc u y u

u

u
y Arc u y u

u

u
y y u R

u

u
y g u y

u






   




   




   




  



 

2

2

5) sec 1
1

6) csc
1

u
y Arc u y u

u u

u
y Arc u y

u u


   




  



 

): اگر1تست ) cos ( )f x x x 1 (1)باشدf  کدام است؟ 
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 ب(      1الف( 
1

2
 ج(         

1

2
 3د(                

 حل: گزینه ج صحیح است.

   
2 2 2

1 1
1 1

122
( ) (1)

21 1 1 1 1

u x
f x f

u x x

   
               

    
 

: معادله خط مماس بر نمودار2تست siny x 1 2 در نقطه 1

x



1

4
 کدام است؟ 

x الف( y


  2 3 3 0
6

) ب(   )y x


  
2 1

3
3 4 4

  

x ج( y   4 3 5 ) د(    0 )x y


   
1

4 3 3 0
4 2

 

حل: طبق آنچه که قبلاا گفته شده ابتدا شیب را بدست 

xآورده یعنی از تابع مشتق گرفته و نقطه 



1

4
را در آن 

جایگذاری می کنیم و تنها گزینه ای که شیب آن
4 3

3
است  

 گزینه د است.

 
2

2 1 2 4 3
( ) ( )

4 331 2 1
4

f x f
x


    

  

,اگر-3تست ( ) sin(cos )x f x Arc x


  0
2

)مقدار )f x کدام است؟ 

 الف(
x

x 21
 ب(    

x

x



 21
 -1د(           1 ج(              

  حل: گزینه د صحیح است.
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 فصل پنجم

 - min,maxنقاط  -کاربردهای مشتق)توابع صعودی و نزولی

کشی  -قضایای رل و مقدار میانگین -نقطه عطف و...(

 )تعمیم یافته مقدار میانگین(

 

نمایش صعودی و نزولی بدون نمودار تابع) صعودی و 

 نزولی اکید(

 تابع صعودی-1

 نمودار تابع نزولی-2

Min,نمایش نقاط  Max نسبی و,Min Maxمطلق 

الف(تعیین صعودی و نزولی بودن نمودار تابع با 

 استفاده از مشتق اول

مشتق تابع را بدست آورده و مساوی صفر قرار دهید و -1

 اعداد بدست آمده را در جدول قرار دهید.

بعد از تعیین علامت هر جا که علامت مشتق اول )+( بود -2

 نمودار تابع صعودی و هر جا که در جدول علامت مشتق اول

 ( بود نمودار تابع نزولی است.-)

2تست: اگر  2 10y x x    باشد تابع در کدام فاصله نزولی

 است؟

 الف( 0,    )ب  , 1          )ج  ,0                     ,1  د

y x x     2 2 0 1
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حل: گزینه 

 صحیح است.د

 

: قبل از پیدا کردن اکسترممهای نسبی یا مطلق )نکته

Max یاMin  و یا صعودی و نزولی بودن آنها باید نقاط )

بحرانی را پیدا کنیم، سپس از روی جدول تعیین علامت 

 اکسترممهای نسبی را را پیدا می کنیم.

 پیداکردن نقطه بحرانی با استفاده از مشتق اول

برای پیداکردن نقطه بحرانی باید مشتق اول را بدست 

ست آمده )ریشه آورده و مساوی صفر قرار دهید. اعداد بد

 های مشتق اول( را نقاط بحرانی می نامند.

: اگر مشتق تابع کسر می شود برای بدست آوردن 1توجه

نقطه بحرانی باید هم صورت کسر و هم مخرج کسر را 

 مساوی صفر قرار داد.

: در توابع چند ضابطه ای اگر مقدار مشتق چپ و 2توجه

ا نقطه راست در یک نقطه با هم برابر نباشد نقطه ر

 بحرانی می نامیم .

: برای یک تابع نقطه های بحرانی باید در دامنه 3توجه

نقاط بحرانی نباید مخرج -1تابع باشند به عبارت دیگر 

نباید زیر رادیکال -2کسر را در تابع اصلی صفر کنند و 

نقاط بحرانی نباید جلوی -3با فرجه زوج را منفی کنند 

 ند.را منفی یا صفر کن Lnلگاریتم یا 

)اگر -1مثال )f x x x 3 باشد نقاط بحرانی تابع را بدست  2

 آورید؟

                         1                            +   

+  -  
2 2y x   
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 حل:
2 2 2 2 2

( ) 3 2 0 3 2
3 3

f x x x x x           

)اگر  -2مثال )f x x  باشد نقاط بحرانی تابع را بدست  24

آورید؟

2

2
( )                                               

2 4

x
f x

x


 


 

 

x x    0 2 0  صورت کسر0

x x x        2 20 4 0 4  مخرج کسر2

 

x,نقاط  0 نقاط بحرانی )چون زیر رادیکال را منفی   2

 نمی کنند قابل قبول هستند(.

: نقاط بحرانی تابع3مثال
x

y
x




2

1
 را بدست آورید؟ 

2 2 2 2

2 2 2

2 ( 1) 1( ) 2 2 2
( )

( 1) ( 1) ( 1)

x x x x x x x x
f x

x x x

    
   

   

2
0

0 2 0 ( 2) 0
2 0 2

x
x x x x

x x


        

   
 صورت کسر

( )x x x        20 1 0 1 0  مخرج کسر1

x 1  نمی تواند نقطه بحرانی باشد چون مخرج کسر تابع

 یعنی اصلی
x

y
x




2

1
  2و3را صفر می کند پس فقط دو نقطه 

 نقاط بحرانی هستند.
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اگر-4مثال
( )

x x
f x

x x

 
 

 

2

2

1

1
باشد نقاط بحرانی را  

 بدست آورید؟

2 1 2 2 0
( ) ( ) 0 0

2 1 2 0 0

x x x x
f x f x x

x x x x

    
      

      
 

x,نقاط 01 .نقاط بحرانی است 

(1) 2(1) 2f  مشتق راست در نقطهx 1 

(1) 2(1) 2f
    مشتق چپ در نقطهx 1 

xطهچون مشتق سمت چپ و راست در نق 1  برابر نیست پس

xنقطه 1 نقاطپس  نقطه بحرانی است,x 01  نقاط بحرانی

 است.

)تابع -1تست )f x x x 
4 1

3  در کدام فاصله صعودی است؟ 34

 الف(  1      )ب   1 )ج  0    )د  ,0 

 حل:

4 1 1 2 1 2

3 3 3 3 3 3
4 4 4 4

( ) 4 ( ) 0
3 3 3 3

f x x x f x x x x x
 

         

1 2

3 3x x
   

     
   

دو طرف رابطه را در 
3

4
 ضرب می کنیم. 

 میرسانیم3دوطرف رابطه را به توان مخرج هردوکسریعنی

3 3
1 2 3

23 3
2 2 2

3 3

2

1 1 1
0 0

1 0 1 1

0 0

x
x x x x x x

x x x

x x x

x x




     

               
   

       

  

 

1,0x  نقاط بحرانی هستند 
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                         -1                    0                       +   

+ - - x 

+ - +  3 4 4x x 

+ + -  

  

 گزینه ب صحیح است.

):نقاط بحرانی تابع1تست )f x x x 
3 1

4 وقتی 42 0,4x  باشد

 کدام است؟

 الف(
4

9
, ب(     

4
0

9
,1,0 ج(         4         )د ,

4
0

9
 

 حل:گزینه ب صحیح است.

3 1 1 3 1 3

4 4 4 4 4 4
3 2 3 1

( ) 2 ( ) 0
4 4 4 2

f x x x f x x x x x
   

         

x x
 


1 3

4 43  ضرب می کنیم 4هر دو طرف را در  2

1 3

3 3

81 16 81 16
81 16 0x x

x x x x

       4هردوطرف رابه توان 

 رسانده

2 22

3
3

16 4
18 16 081 16

0 81 9

0 0

x x xx

x
x x


       

  
   

 

):نقاط بحرانی تابع2تست ) cos sinf x x x  2 2  کدام است؟ 1

 الف(
k 

2
 د(     k2 ج(     k ب(     

k 3

2
 

 حل: گزینه الف صحیح است.

cosدر رابطه های مثلثاتی داریم  sin cosx x x 2 2 پس از   2

cos2تابع  1y x  .مشتق می گیریم 
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cos 2 1 2sin 2 0

sin 2 0 2
2

y x y x

k
x x k x




     

     

 

مطلق در فاصلهmin,maxتعیین نقاط  ,a b 

مشتق اول تابع را بدست آورده و مساوی صفر قرار -1

 دهید. )پیداکردن نقاط بحرانی(

باید مقدار تابع اصلی را در نقاط-2 ,a b  و در نقاطی که

 ریشه های مشتق )نقاط بحرانی( هستند بدست آورید.

، نقطه ای که   fاز بین مقادیر بدست آمده برای تابع-3

مطلق  maxمقدار تابع در آن از بقیه بیشتر باشد نقطه 

و نقطه ای که مقدار تابع در آن از بقیه کمتر باشد 

 مطلق نام دارد. minنقطه 

)مطلق تابع  minوmaxمثال: مقادیر )f x x x 4 33 را در 4

فاصله   ,12بدست آورید؟ 

 حل:

 3 2 2 212 12 0 12 12 0 0

                                                                      12x-12=0 x=1      

f x x x x x        


 

( )x f  0 0 0 

  minمطلق ( ) ,x f     1 1 1 1 1 

( )x f    1 1 7 

maxمطلق 2 (2) 16 2,16x f    

مطلق را بیشترین max: هموار مقدار تابع در نقطه توجه

مقدار تابع نیز می نامند و به مقدار تابع در نقطه 

minمطلق کمترین مقدار تابع می گویند. در مثال قبل 

 16 بیشترین مقدار تابع
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 -1 کمترین مقدار تابع

 minوmax: اگر مشتق تابع کسر می شود برای تعیین تذکر

مطلق باید علاوه بر صورت کسر، مخرج کسر را نیز مساوی 

صفر قرار داد و مقدار تابع را برای آن ها محاسبه کرد 

)که این مطلب قبلاا در بدست آوردن نقطه بحرانی گفته 

 شد(

مطلق تابع minوmaxمثال:  ( )f x x  
2

31 در فاصله 3 ,5 4 

 را بدست آورید؟

 
3

2
3 0 3

3 3
f x x x

x


      


 

max =مطلق ,3 )شترین مقدار تابعبی1 )f  3 1 

minمطلق , 5 )= کمترین مقدار تابع 3 )f    5 3 

 4 0f  

 نسبی  minوmaxتعیین نقاط -کاربرد مشتق دوم 

ابتدا مشتق اول را بدست آورده و مساوی صفر قرار می 

دهیم سپس اعدا بدست آمده از مشتق اول را در مشتق دوم 

تابع قرار دهید، اعدادی که برای آن ها علامت مشتق دوم 

نسبی هستند و اعدادی که برای آن ها min+ باشد آن نقاط 

 نسبی هستند.maxباشد آن نقاط  –علامت مشتق دوم 

yمثال: اگر  x x  3 3 تابع را پیدا  minوmaxنقاط نسبی 1

 کنید؟

yبحرانی نقاط x x x x          2 2 23 3 0 3 3 1 1

 مشتق اول

(1) 6 0 1 min
6

( 1) 6 0 1 max

y x
y x

y x

     
  

       
 مشتق دوم
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: بعضی مواقع ممکن است که مقدار مشتق دوم در توجه مهم

ریشه های مشتق اول صفر شود در این حالت برای تعیین 

maxیاmin  بودن آن نقطه باید به جای مشتق دوم از جدول

تعیین علامت مشتق اول استفاده کرد. اگر قبل و بعد از 

آن نقطه در جدول، علامت مشتق اول تغییر کند آن نقطه

maxیاmin نسبی خواهد بود و اگر علامت مشتق اول در جدول

نخواهد  minیاmaxقبل و بعد از هر نقطه تغییر نکرد 

  بود.

 

              a                +   

+ - 
مشتق 

 اول

 

نسبی هست  maxنسبی ودرجدول چپminدرجدول راست x=aنقطه

 نسبی هستminنهmaxنه x=aولی در دوجدول زیر

 

 

: معمولاا روش تعیین اکسترممهای نکته

نسبی با استفاده از آزمون دوم مشتق برای توابع 

 بیشتری دارد. مثلثاتی کاربرد

مثال: نوع نقاط بحرانی ) نوع نقاط اکسترمم نسبی( 

)تابع  )f x x x 4 33  را بدست آورید؟4

2

3 2 2 0 0
( ) 12 12 0 (12 12) 0

12 12 0 1

x x
f x x x x x

x x

   
       

    
مشتق 

 اول

              a                +   

- + 
 تق اولمش

              a                +   

- - 
 مشتق اول

              a                +   

+ + 
 مشتق اول
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minنقطه      1x  2ینسب( ) 36 24 ( 1) 36 24 12 0f x x x f         مشتق

 دوم

xبرای 0 (0)نقطه داریم 0f    لذا از مشتق دوم نمی توان

نسبی استفاده کرد و باید برای   minیاmaxبرای تعیین 

xنقطه 0  از جدول مشتق اول استفاده کرد و برای تعیین

علامت ان می توان از عدد گذاری استفاده کرد باید یک 

در  xعدد قبل از صفر و یک عدد بعد از صفر را به جای

 مشتق قرار داد و علامت جدول را تعیین کرد.

   
3 2

3 2

1 12 1 12 1 0

2 12( 2) 12( 2) 12 8 12 4 0

x

x

       


           
 عددقبل از صفر

3 21 12(1) 12(1) 24 0x      عدد بعد از صفر 

              0                +   

+ - 3 212 12x x 

 

: منظور از نوع نقاط بحرانی و یا نقاط اکسترمم تذکر

 نسبی تابع می باشد.   minیاmaxتابع همان نقاط 

) تست: در مورد تابع )f x x x 5 33  کدام گزینه صحیح است؟5

xالف(   1  نقاط اکسترمم نسبی و نقطهx 0 نقطهmin 

 نسبی است.

xب(   1نقاط اکسترمم نسبی و نقطهx 0 نقطهmax  نسبی

 است.

xج(  1نقطهmin  نسبی و نقطهmax x=-1نسبی و نقطهx 0 

 نسبی است.minنقطه 

xنقطه د( 1  نقطهminنسبی وx  1 نقطهmax نسبی وx 0 

 نقطه بحرانی است.
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حل: در این تست نیازی به پیداکردن ریشه های مشتق اول 

هست  1,0-,1نیست چون تمامی گزینه ها در مورد سه عدد

,1اعداد  بلکه فقط 1,0  .را در مشتق دوم قرار می دهیم 

4 2 3( ) 15 15 ( ) 60 30f x x x f x x x      

     1         minx  (1) 60 30 30 0f      

 1         maxx   ( 1) 60 30 30 0f         

)و چون ) 0f x   :باید از جدول مشتق اول استفاده کرد 

              0                +   

+ + 
4 215 15x x 

 

    minیاmaxچون در دو طرف نقطه صفر هم علامت شد سپس 

 نقطه بحرانی است و گزینه د صحیح است.فقط نیست و 

 نسبیminو  maxخاصیت نقطه

)اگر نقطه , )A a b   یک نقطهmaxیاmin    :نسبی باشد 

)عرض و طول( در معادله تابع  minیاmaxمختصات نقطه -1

 صدق می کند.

را اگر در مشتق اول قرار دهید  minیاmaxطول نقطه -2

 مقدار مشتق را صفر می کند.

xرا طوری پیدا کنید که aمقدار عدد-1مثال  1 طول نقطه

max نسبی تابع( )f x ax x  2 3  باشد؟ 1

 aرا بدهد برای پیدا کردن maxحل:اگر فقط طول نقطه

 استفاده کرد. 2باید از خاصیت 

1 3
( ) 2 3 0 2 ( 1 3 0 2 3 0 2 3

2

xf x ax a a a a                

): اگرتست 1,1)A  نقطهmin  نسبی تابع( )f x ax bx 2 باشد حاصل

a-2bکدام گزینه است؟ 
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 -3د(                      3ج(                 -5ب(            5 الف(

)نقطه 1حل: طبق خاصیت  1,1)A   را در معادله تابع

a جایگذاری کرده b 1 

 : جایگذاری طول نقطه در مشتق اول2طبق خاصیت 

1( ) 2 0 2 0

1

2 0

1 1 1 1 2

2 2( 2) 3

xf x ax b a b

a b

a b

a a b b

a b

      

 

  

           

     

 

 گزینه ج صحیح است.

 عطف با استفاده از مشتق دوم: پیدا کردن نقطه

باید مشتق دوم را بدست آورده و مساوی صفر قرار دهید 

با استفاده از جدول تعیین علامت مشتق دوم اگر قبل و 

بعد از نقطه  علامت مشتق دوم عوض شد نقطه را نقطه عطف 

می نامند. نقطه عطف جایی است که جهت تقعر و تحدب 

ه نقطه مورد نظر که در تابع عوض می شود ) به شرط آنک

 دامنه تابع باشد(

3مثال: اگر 2( ) 5 10f x x x    باشد نقطه عطف تابع را پیدا

 کنید؟

2 10 5
( ) 3 10 ( ) 6 10 0 6 10

6 3

5

3

f x x x f x x x x

x

 
            


 

 

5
                              +

3


  

 

+ - 6 10x 
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 خاصیت نقطه عطف:

 مختصات نقطه عطف در معادله تابع صدق می کند.-1

 طول نقطه عطف مقدار مشتق دوم را صفر می کند.-2

yمثال:اگر  x ax b  3 b,باشد2 a  را طوری پیدا کنید که

)نقطه عطف منحنی , )A  باشد؟ 12

نقطه عطف را در منحنی جایگذاری کرده 1حل:طبق خاصیت

 2 1 1a b a b      

طول نقطه عطف را در مشتق دوم قرار  2و طبق خاصیت  

 داده 

2

1

3

( ) 3 2 ( ) 6 2 0

(1) 6 2 0 2 6 3

1 3 1 4

x

a

f x x ax f x x a

f a a a

a b b b





      

         

      

 

 

( و نمودارهای          نمودارهای مقعر) تعقر به سمت بالا

 (          محدب )تعقر به سمت پایین

 

 

 تعیین محدب یامقعر بودن تابع بااستفاده از مشتق دوم:

اسبه کرده و مساوی صفر قرار دهید، هر مشتق دوم را مح

جا در جدول تعیین علامت مشتق دوم، علامت + بود تابع 

 مقعر و هر جا علامت _ بود تابع محدب است مثال

 

 

 

              a                +   

- +  مشتق

 دوم
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در تست ها معمولاا می توان از روی گزینه ها  -1تذکر

مثبت یا منفی بودن مشتق دوم را بدون رسم جدول تعیین 

 کرد.

بعضی مواقع ممکن است در جدول مشتق دوم تغییر  -2تذکر

) در واقع  نباشد علامت داشته باشم ولی نقطه، نقطه عطف

 باید نقطه عطف در دامنه تابع اصلی باشد(.

yاگر جهت تقعر منحنی-1تست x ax a  3 xدر 22 1  .عوض شود

aکدام است؟ 

 الف(
3

2
 ب(      

2

3
 ج(     

2

3
 د(         

3

2
 

xحل: نقطه 1 را در مشتق دوم جایگذاری کرده 

2

1

( ) 3 4 ( ) 6 4 0

6 3
(1) 6 4 0 4 6

4 2

x

f x x ax f x x a

f a a a

      

 
         

 

 گزینه الف صحیح است.

 :نسبی برای چند تابع خاصminوmaxتعیین 

تابع چند ضابطه ای: بعد از محاسبه مشتق نقاطی در 

جدول تعیین علامت قرار می گیرند که ریشه های مشتق و 

یا نقاطی باشند که تابع در آن نقاط مشتق ندارد. روش 

در مثال زیر توضیح  را  minیاmaxبدست آوردن نقاط 

 دهیم:

): کدام گزینه در مورد تابع1تست )
x x

f x
x x

  
 

 
2

3 5 2

5 2
 

 صحیح است؟

xالف(تابع در 2 به نسبیmin .می رسد 

0xب(تابع در  به نسبیmax .می رسد 

0,2xج(نقاط   ر ودنقاط بحرانیx 2.تابع مقعر است 
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0,2xد(   نقاط بحرانی و درx 0 تابعmin  نسبی و در

x=2 تابعmax.نسبی دارد 

 حل:

 
3 2

( ) 0 2 0 0
2 2

x
f x f x x x

x x

 
       


 

 2نقطه    نشدپسبرابر 2چون مشتق چپ و راست در نقطه 

(2)هم نقطه بحرانی 3 (2) 2(2) 4                                    f f 
      

 علامت :تعیین جدول 

 

                0                     2                   +   

- - - 3- 

+ + - 2x 

    

 

 گزینه د صحیح است.

2: کدام گزینه در مورد تابع 2تست 2x xصحیح است؟ 

0,1xالف(نقاط  .و فقط بحرانی هستند 

0,2xب(نقاط   minنسبی وmax         1x  .نسبی است 

maxج(نقاط 0,2x نسبی وmin       1x  .نسبی هستند 

maxد(هر سه نقطه         0,1,2x .نسبی هستند 

حل: نکته: چون تابع قدر مطلق دارد باید ریشه های 

عبارت داخل قدرمطلق را بدست آوریم و با توجه به آن 

 ها مشتق را محاسبه و تعیین علامت کنیم.

  

                0                     2                   +   

2 2 0 0,2x x x   
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+ - + 2 2x x 

 

2 2            x 0

2 2           0 x 2

2 2               x 2            

x

f x x

x

 


     
  

 

 

 

 

 

گزینه 

 ب صحیح است.

 

 و قضیه کشی )میانگین تعمیمقضایای رل، مقدار میانگین 

 :یافته( در مشتق

 : شرایط قضیهقضیه رل

فاصله -1  ,a b .باید در دامنه تابع اصلی باشد 

فاصله-2 ,a b .باید در دامنه مشتق تابع باشد 

)باید-3 ) ( )f a f b .باشد 

اگر شرایط بالا برقرار بود می توان حداقل یک عدد ثابت 

در فاصله  cمانند ,a b پیدا کرد که مشتق تابع درc 

)برابر صفر خواهد بود یعنی ) 0f c  

باید حتماا در فاصله  cعدد تذکر: ,a b باشد در غیر این

 صورت عدد بدست آمده قابل قبول نیست.

)در قضیه رل برای تابع cتست: عدد ثابت )f x x x 4 در  24

فاصله ,02 کدام است؟ 

c الف(  c ب(        2   0c ج(     2              )0 د, 2c  

           0                       1                          2                   +   

+ + - - 2x-2 

- - + + -2x+2 
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حل: فاصله ,02  در دامنه تابع اصلی قرار دارد چون

است و فاصله Rدامنه تابع  ,02  در دامنه مشتق قرار

(0) است و در ضمن R دارد چون باز هم دامنه مشتق (2) 0f f  

 پس شرایط قضیه رل برقرار است.

3 2

2

0
( ) 4 8 0 (4 8) 0

4 8 0 2

x
f x x x x x

x x


        

    
 

,2در بین سه عدد بدست آوده 2,0  در فاصله2فقط ,02 

 قرار دارد پس گزینه الف صحیح است.

در قضیه  c: به طور کلی برای بدست آوردن عدد ثابتتذکر

رل اگر همه شرایط قضیه برقرار باشد ابتدا از تابع 

مشتق گرفته و مساوی صفر قرار دهیم اگر ریشه های بدست 

آورده از مشتق در فاصله مورد نظر قرار بگیرند، عدد 

 ثابت خواهند بود.

 قضیه مقدار میانگین-2

 شرایط قضیه :

فاصله-1 ,a b .باید در دامنه تابع اصلی باشد 

فاصله-2 ,a b .باید در دامنه مشتق تابع باشد 

اگر شرایط قضیه برقرار باشد در این صورت می توان 

در فاصله  cحداقل یک عدد ثابت مانند ,a b پیدا کرد که

ر باشد. برای پیدا کردن از همین ارابطه روبرو برقر

 رابطه استفاده می کنیم.

( ) ( )
( )

f x f a
f c

b a


 


 

در قضیه مقدار میانگین برای  cمثال: مقدار عدد ثابت

)تابع )f x x x  3 3 اصلهدر ف 1 ,03 را بدست آورید؟ 
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حل: فاصله ,03 در دامنه تابع قرار دارد و فاصله 0,3  در

دامنه مشتق تابع قرار دارد سپس شرایط قضیه برقرار 

از رابطه cاست برای محاسبه
( ) ( )

( )
f b f a

f c
b a


 


استفاده می  

 کنیم.

 

در فاصله 3بین دو نقطه بدست آمده فقط  ,03 قرار دارد

 و قابل قبول است.

 

 تعمیم یافته(قضیه کشی )مقدار میانگین -3

g,در قضیه کشی دو تابع f  و فاصله ,a b:را داریم 

 شرایط قضیه:

باید فاصله-1 ,a b هم در دامنه و هم در دامنهg .باشد 

باید فاصله -2 ,a bدر دامنه های مشتقf و مشتقg .باشد 

نباید در فاصله gمشتق تابع-3 ,a b .صفر شود 

 محاسبه داریم:cدر این صورت برای 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

f c f b f a

g c g b g a

 


 
 

 289صفحه 12-2-4مانند مثال 

: بعضی مواقع از شرایط قضیه رل در بدست آوردن تذکر

 مقادیر مجهول استفاده می شود.

): اگر تابع 1تست )f x x bx ax   3 2 در فاصله1 1,2  در

cنقطه 1 در شرایط رل صدق کند کدام است؟ 

 3د(              2ج(                 -2ب(         -3 الف(

2 2(3) (0)
( ) 3 3 9 9 19 1 3 3

3 0

f f
f x x x x c
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 حل:

2

( 1) (2) 1 1 8 4 2 1

3 3 9 3

( ) 0 (1) 0 ( ) 3 2

(1) 0 3 2 0 2 3

3

2 3

0 0 3

f f b a b a

b a b a

f c f f x x bx a

f b a a b

a b

a b

b b a

           

    

         

         

  


  

      

 

 گزینه الف صحیح است.

xنقطه -2تست



4

)برای تابع  ) tan cotf x x x   ......نقطه

 است.

 د(نقطه عطف ج(عادی         نسبیmin ب(        نسبیmax الف(

گزینه ب صحیح است ) با استفاده از آزمون دوم مشتق 

 برای تعیین اکسترممهای نسبی(

)در قضیه رل برای تابع cمقدار عدد-3تست )f x x x 
3 1

4 در  42

فاصله  ,04کدام است؟ 

 الف(
1

9
 ب(          

2

9
  ج             

4

9
 د(                   

5

9
 

 گزینه ج صحیح است.

ازنقاط عطف نمودارتابع  طول یکی-4تست

( )f x x x  3 23 1

6
 کدام است؟

 -216د(                 216ج(         -36ب(            36 الف(

 گزینه ج صحیح است.

ارتفاع مخروطی که در کره به شعاع واحد با حجم -5تست

 ماکزیمم محاط شده است کدام گزینه است؟
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 الف(
2

3
 ج(                1ب(           

4

3
 د(                

5

3
 

 حل: گزینه ج صحیح است.

h x 1ارتفاع مخروط 

v R h 21

3
 حجم مخروط

x R R x     2 2 2 2 21  قضیه فیثاغورث1

       2 2

2

1 1
1 1 2 1 1 0

3 3

3 2 1 0

1 1 4
1, 1 1

3 3 3

v x x v x x x

x x

x x h x

             
 

   

         

 

0xاگر برای -6تست   داشته باشیم( )x f x x  22 f(1)مقدار 1 

 کدام است؟

ب(          صفر الف(
1

2
 3د(                           2ج(            

 حل: گزینه ج صحیح است.  22 1                                 x f x x   

12 ( ) 2 2 (1) 2 xf x x f x          2 (1) 2f   

): تابع7تست )
x x

f x
x

 




2 2 3

5
دربازه  ,13  در شرایط قضیه

 کدام است؟ همربوط cمقدار میانگین صدق می کند. مقدار

5 الف(  ب(   32 5  ج(   32 5  د(    32 5 32 

 حل: گزینه ج صحیح است.

 1 2f  



 

108 
 

2

2

2

2

2
12

2

2

( ) ( )
( )

(2 2)( 5) ( 2 3) (3) ( 1)

( 5) 3 ( 1)

10 7 0
0

( 5) 4

5 3210 7
( ) 0 0 10 7 0

( 5) 5 32

f b f a
f x

b a

x x x x f f

x

x x

x

cc c
f c c c

x c


 



      
 

  

 
  



     
        

   

 

c2 در فاصله 1,3قرار ندارد پس فقطc1 .قابل قبول است 

 

 (  n)پیدا کردن تعداد ریشه های معادله درجه  

 به فرم هرمعادله

 
...

( , )

n n n n

n n n n

n

a x a x a x a x ax a

a R n N

  

        

 

1 2 3

1 2 3 1 0 0
 

 می نامندnچندجمله ای ازدرجهرایک 

 ریشه داشته باشد.nحداکثر می تواند  nهر معادله درجه 

nxمعادله به فرم  ax b  0 

 2عددی مثبت و زوج باشد معادله حداکثر  nالف( اگر

 ریشه حقیقی دارد.

 3عددی فرد و طبیعی باشد معادله حداکثر  nب( اگر 

 ریشه حقیقی دارد.

معادله -2
nx ax b   2 1 aاگر  0 0  باشد دقیقاا یک

 ریشه دارد.

)هر معادله به فرم -3 )f x 0 در فاصله ,a b  اگر ،( ), ( )f b f a 

)مختلف العلامه باشند )یعنی ) ( )f a f b 0 و )( )f x   به ازای
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در فاصله xتمام مقادیر ,a b  مخالف صفر باشد، می توان

)گفت معادله )f x 0 در فاصله ,a b.دقیقاا یک ریشه دارد 

)هر معادله -4 )f x 0پیوسته در فاصله ,a b اگر ،( ), ( )f b f a 

)نی   مختلف العلامه باشند )یع ) ( )f a f b 0 آنگاه می توان )

گفت معادله در فاصله ,a b .حداقل یک ریشه دارد 

fتابعی پیوسته و مشتق پذیر باشد و fاگر-5  دارایn 

nحداکثر fریشه باشد آنگاه 1ریشه دارد 

): اگر1تست  )f x x x x   5 34 3 3 باشد در این صورت کدام  2

گزینه در مورد تعداد ریشه های تابع در فاصله 0,1  درست

 است؟

       ب( حداکثر یک ریشه                                  الف( حداقل یک ریشه

 دو ریشه د( دقیقا                          قیقاا یک ریشه د   ج(

 پس 3حل: طبق نکته 

4 2

(0) 2
(0) (1) 0

(1) 8

( ) 20 9 3 0

f
f f

f

f x x x

 
 



    
 

 دقیقاا یک ریشه دارد و گزینه ج صحیح است.

درمعادله-6
1 2

1 2 1... 0n n n

nx a x a x a x 

    اگرx r 

یک ریشه مثبت معادله باشد در این صورت معادله مشتق 

 آن حداقل یک ریشه مثبت کوچکتر از دارد.

): اگر 2تست )f x x x x   5 3 22 xو2 r  یک ریشه مثبت

معادله باشد در مورد ریشه های معادله
4 25 6 2 0x x x   

 چه می توان گفت؟

 دارد. rالف( حداکثر یک ریشه مثبت و کوچکتر از 
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 بزرگتر هستند. rب( تمام ریشه های معادله از

 دارد.  r( فقط یک ریشه مثبت کوچکتر ازج

 دارد.rد( حداقل یک ریشه مثبت و کوچکتر از 

 حل:گزینه د صحیح است

تعداد تغییر علامت های  nدر یک چند جمله ای از درجه-7

ضرائب چند جمله ای  f x حداکثر تعداد ریشه های مثبت

و تعداد تغییر علامت ضرائب f x  حداکثر تعداد ریشه های

)منفی را مشخص می کند. مثلاا اگر ضرائب )f x  پنج بار

 ریشه خواهد بود. 5دارای حداکثر fتغییر علامت دهید 

معادله  -3تست
9 74 3 11 0x x x    حداکثر چند ریشه

 ؟حقیقی دارد

د( ریشه  ریشه 9ج(  ب( دو ریشه  الف( یک ریشه 

 حقیقی ندارد.

تغییر علامت  fخود تابع صحیح است چون حل: گزینه الف

)ندارد ولی )f x  1دارد پس حداکثر یک تغییر علامت 

 ریشه دارد.

 )مجانب ها( 

مجانب یعنی یک خط راست که در بی نهایت با منحنی 

 y f x موازی شود 

 :راه مجانب قائم بوجود می آید 2الف(مجانب قائم: از 

 مخرج کسرها صفر شود.-1

 صفر شود.  lnیا  logعبارت جلوی  -2
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یافتن مجانب قائم دقت کنید. که بعد نکته مهم: پس از 

از جایگذاری نقطه در تابع اصلی عبارت زیر رادیکال با 

 فرجه زوج را منفی نکند.

مثال: برای تابع 

( )x Ln x
y

x x x

 
 

 2

2 2

3
مجانب قائم   

 را بیابید؟

2
0

2 0 ( 1) 0
1

3 0 3

2 0 2

x
x x x

x

x x

x x


      



    

   
 

x  3 قابل قبول نیست چونx 2.را منفی می کند 

 

مجانب افقی دارد  2(مجانب افقی هر تابعی حداکثر 2

ب افقی باید از تابع حد بگیریم برای بدست آوردن مجان

limیعنی  ( ), lim ( )x xy f x y f x     .و را بدست بیاوریم

در محاسبه این حدها اگر تابع کسر باشد و صورت و مخرج 

کسر، چند جمله ای باشد ، حاصل حد به صورت زیر خواهد 

 بود.

1 0

1 0

...
lim                                        

...

n

n
x n

n

a x a x a

b x b x b


  

  
 

y  1اگر) >درجه صورتدرجه مخرج 

y 02اگر) درجه مخرج > درجه صورت 

n

n

a
y

b
 3اگر) درجه مخرج = درجه صورت 
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مخرج در حالت اول یعنی وقتی درجه صورت بیشتر از درجه 

 شود مجانب افقی وجود ندارد  باشد و حاصل حد 

مثال: مجانب های افقی و قائم  
x x

y
x x






2

2 2
 را بدست آورید؟

 حل: 

 =  مخرج   3مجانب قائم 

 
0

2 0 2 0
2 0 2

x
x x x x

x x


      

    
 

,x 02مجانب قائم 

مجانب افقی
2

2

1
lim 1 1

2 1
x

x x
y

x x



   


 

ج(مجانب مایل: فقط دو نوع از توابع هستند که مجانب 

 مایل دارند.

زیر  xرادیکال هایی که فرجه آن ها با درجه متغیر-1

رادیکال یکی باشد و برای نوشتن مجانب کافی است همان 

 هم ارزی رادیکال ها استفاده شود.

...n nn n b
y ax bx a a

na

   1

 

توابع کسری گویا یعنی -2
...

( )
...

n

n

ax
f x

bx

 




1

که درجه 

صورت دقیقاا یک واحد از درجه مخرج  بیشتر باشد، برای 

یافتن مجانب مایل چند جمله ای صورت را بر چندجمله ای 

مخرج تقسیم می کنیم، خارج قسمت تقسیم که به صورت 

y ax b  .بدست می آید همان مجانب مایل است 
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تست: در تابع
ax bx c

y
x c

 




2

2
xاگر خط    4 مجانب

yعمودی و خط  x 1ادیر مجانب مایل تابع باشد، مق, ,c b a

 کدام است؟

 الف(

a

b

c







2

3

1

 ب( 

a

b

c







1

2

3

 ج(     

a

b

c







1

3

3

 د(      

a

b

c







1

3

2

  

 حل گزینه د صحیح است.

xچون خط  4  مجانب قائم تابع هست پس باید مخرج کسر

 را مساوی صفر قرار داده

42 0 2 2 4 2xx c x c c c         پس س

معادله تابع را با معادله خط مجانب مایل مساوی هم 

 قرار داده

2
2

2 2

2

2
2

14
4

1

2 ( 1)( 4)

2 3 4

( 1) ( 3) 6 0

ax bx
y ax bx

xx
x

y x

ax bx x x

ax bx x x

x a x b

  
  

   
  

    

      

    

 

و یک چند جمله ای وقتی مساوی صفر می شود که ضرائب 

 ا صفر شود پسمتغیره

a a

b b

   

   

1 0 1

3 0 3
 

: بعضی مواقع توابع داده شده نه به صورت حالت نکته

اول )یعنی رادیکالی( و نه به صورت حالت دوم )یعنی 

کسری که درجه صورت آن یک واحد بیشتر از مخرج باشند( 

هستند و برای پیدا کردن مجانب مایل آنها نمی توان از 
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فرمول زیر روشهای گفته شده استفاده کرد بلکه باید از 

لمای ا کردن مجانببرای پید

y ax b   .استفاده کنیم 

 

 

عتابتست: مجانب مایل 

( ) ( )xf x x e  2  کدام است؟ 1

y الف( x  2 y ب(   1 x  2 y ج(   1 x  )د y x  1 

  حل: گزینه ج صحیح است.

( )
lim

lim ( ( ) )

x

x

f x
a

x

b f x ax
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 فصل ششم

 تست های مربوط به آزمون های دورهای فراگیرپیام نور

 مباحث:مشتق وکاربردهای آن

 

)(اگر ) lnf x x مقدار
( )

1 ( )

f e

f e
 کدام است؟ 

 الف(
e

e1 2
 د(      0 ج(    1 ب(       

e

e

2

1 2
 

 گزینه د صحیح است.

)(اگر2 )f x x 3 2باشد مقدار 2 (8) (64)f f  .کدام است 

 الف(
1

3
 ب(     

1

6
 ج(      

1

4
 د(    

1

5
 

 گزینه الف صحیح است.

( اگر 3 ( ) log logx

ef x  باشد مقدار مشتق تابع در نقطه3

x e  کدام است؟ 2

 ب(    1 الف(
ln

e 2

2 3
 ج(   

ln

1

2 3
 د(      

lne 2

1

2 3
 

 گزینه د صحیح است.

limx(حاصل4

x

x





4

2

4
 کدام گزینه است؟ 

 الف(
1

4
 ب(     

1

4
 -4د(       4ج(       

 گزینه ب صحیح است.

(اگر5 
5

27( ) 3 3f x x x   (1)باشد حاصلf  کدام است؟ 
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 الف(
25

4
 ب(      

25

6
 ج(     

25

7
 د(        

25

8
 

 گزینه ج صحیح است.

(اگر6 ( ) ln ln( )f x x )مقدار 2 )f x  در نقطهx eکدام است؟ 

Ln ب(     1 الف(
e

2
 ج(     2

e

Ln

2

2
 د(      

2
ln 2

e


 

 گزینه د صحیح است.

)(اگر7 ) lnx x
f x e

x

  
   

 

2 1

1
حاصل  

1

( ) (1)
lim

1
x

f x f

x





 کدام است؟

 الف(
5

4
 ب(    

7

4
 ج(     

9

4
 د(        

11

4
 

 گزینه د صحیح است.

23(اگر8
( ) 2 3, ( ) sin , ) ( )
4

f g x h x fog x
x


    مقدار( )h  کدام  3

 است؟

 الف(


3
 ب(    



3
 ج(      



6
 د(      



6
 

 گزینه ب صحیح است.

)( اگر 9 ) ( ), ( )g x f x f x x 2 2
)حاصل  )f x  کدام است؟ 2

x الف( x ب(     4 x (ج     42 x د(     34 24 

 گزینه ج صحیح است.

(اگر13
( ) 0

( ) 4

f a

f a




 
حاصل  

( ) ( )
limh

f a h f a

h


 
0

2

5
 کدام است؟  

 الف(
3

5
 ب(     

4

5
(ج       

8

5
 (د        

6

5
 

 گزینه ج صحیح است.

( فرض کنید معادله حرکت توپی روی خط مستقیم باشد. 11

 است؟ 1در چه لحظه ای سرعت این توپ برابر 



 

117 
 

 الف( 1
3 12

3


   )ب  1

3 12
3
    )ج  1

3 12
3

   )د  1
3 12

3
  

 گزینه ج صحیح است.

چون در مورد سرعت توپ صحبت شده باید از معادله حرکت 

 قرار دهیم. 1آن یکبار مشتق گرفته و مساوی 

 

2 2( ) ( ) 3 6 1 3 6 1 0

3 12 3 12 1
3 12

3 3 3

v t s t t t t t

t t

       

 
     

 

x(اگر12 ye x e 
2 مقدار 2

dy

dx
در نقطه   , ( )A Ln e1  کدام است؟1

 الف(
e

2
e ب(       2  2 د(         -2 ج(       1

 گزینه د صحیح است.

)sin( اگر13 ) cos( )xy xy مقدار,
dy

dx

 
 
 
1

4
 کدام است؟ 

 الف(



4

 ب(      


4
 ج(     



2
 د(       



2
 

 گزینه الف صحیح است.

ln( اگر14 lnyxe x x y   مقدار
dy

dx
 کدام است؟ A(1,1)در نقطه 

 ب(     1 الف(
3

2
 ج(       

3

2
 -1 د(      

 ب صحیح است.گزینه 

t,(اگر15 t ty e e x te  2 مقدار3 
dy

t
dx

  کدام است؟ 0

 الف(
5

2
 ب( 

5

3
 د( 5 ج( 

1

5
 

 گزینه ج صحیح است.

,( اگر 16
t

y t x
t t


  



2

2

1 1

1
)مقدار  )

dy
t

dt
  کدام است؟ 1
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 -2 د(                     2 ج(                     -1 ب(         1 الف(

 گزینه د صحیح است.

yعبارت-17 x x x 5 حاصل
dy

dx
 کدام است؟ 

 الف(
y

x2
 ب(               

y

x



2
 ج(         

y

x


3

2 2
 د(             

y

x


3

2 2
 

 گزینه ج صحیح است.

در تابع به معادله-18
x

y
x




2 1
y,اگر  y   مشتقات اول و

xyدوم باشند حاصل y 2 کدام است؟ 

 الف(
2

3
 ب(                

x


2

2
 2 د(                -2 ج(               

 گزینه د صحیح است.

از نقطه-19 ,A  )sinواقع بر منحنی به معادله  0 )y x y 3

 خط مماس کدام است؟ مماس بر آن رسم کرده ایم، معادله

y الف( x         )ب y x         )ج y x  2      )د y x   2 

 گزینه ب صحیح است.

)اگر -23 ) lnxf x e x  باشد و( ) ( )h x f x )مقدار 1 )h e  کدام

 گزینه است؟

 الف(
1

e
e ج(              e ب(                 1            )د  

e 

1

1
 

 گزینه د صحیح است.

)از نقطه -21 , )A e1خط مماس بر منحنیxy e
1

 کدام است؟ 

y الف( ex   )ب y ex e  2 y ج(    3 ex e  2 )د 
e

y x


 
3

2 2
 

 گزینه ج صحیح است.

اگر -22
2 24 16 2 11 0x y x y     باشد معادله خط مماس بر

 کدام است؟yمنحنی موازی محور 
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 الف(
x

x

 

 

1

3
 ب(     

x

x





1

3
 ج(             

x

x

 



1

3
 د(              

x

x



 

1

3
 

 گزینه الف صحیح است.

xyمعادله خط مماس بر منحنی-23 x y x  3 22 3 4 در نقطه 1

x 1 واقع بر کدام منحنی است؟ 

9 الف( 4 13y x     )9 ب 4 13y x      )9 ج 4 13y y      )9 د 4 13x y  

 صحیح است. گزینه الف

,معادله خط مماس بر منحنی-24
t t

x y
t t

 
 

 

1 1

1 1
در  

tنقطه  2کدام است؟ 

y الف( x  9  ب(       6
1

9
3

x y      )9 ج 3y x          9د 3 6y x  ( 

 گزینه الف صحیح است.

اگر-25   sing x x x  مقدار
2

g
 

 
 

 کدام است؟

 وجود نداردد(                1 ج(           3 ب(         الف(

 گزینه ب صحیح است؟

شود. به طور کلی از راه تعریف مشتق )یعنی حد( حل می 

از تابعهای که جز صحیح وجود دارد باید از این روش حل 

 شود.

   

2 2

1
2

2 2

sin sin
sin 12 2

lim lim

2 2

sin 1 cos 0
lim lim 0

1 1

2

x x

H

x x

x x
x x

x x

x x

x
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f:اگر-26 R R  یک تابع( )f a و موجود باشد حاصل

( ) ( )
limh

f a h f a h

h


  
0

2
 کدام است؟

) ب(       3 الف( )f a            )ج ( )f a2             )د ( )f a3 

 گزینه د صحیح است.

)اگر-27 ) sinf x x آنگاه 2
0

(1 ) (1)
limh

f h f

h


 
 کدام است؟ 

 ب(          الف(


2
 2 د(            ج(             

 گزینه د صحیح است.

)اگر -28 ) , ( ) , ( ) ( )f g x x x h x fog x


     21
2 4 5

2
)باشد مقدار  )h  3 

 کدام است؟

 2 د(                  1 ج(          -1 ب(           -2 الف(

 گزینه ب صحیح است.

lnضریب زاویه خط مماس بر نمودار تابع-29 lny x y 2  در

نقطه  ,A e  کدام است؟1

 ج(              e ب(             e الف(
e

1
 د(             

e

1
 

 گزینه ج صحیح است.

خط مماس بر منحنی -33
x

y
x






2

3
بر  4در نقطه ای به طول 

 کدامیک از خطوط زیر عمود است؟

y الف( x 
1

2
3

y   ب(     x  1 )ج             y x 2 )د y x  
1

3
2

 

 گزینه ج صحیح است.

)2نسبی تابع با ضابطهminاگر -31 1)y a x x    2برابر- 

 چقدر است؟aباشد 
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 الف(
5

4
 ب(         

3

4
 ج(            

3

8
 د(                   

9

8
 

 گزینه الف صحیح است.

)اگر -32 ) , ( ) ( )g x x h x fog x  29 تابعf  درx 3 مشتق پذیر

)باشد )h   کدام است؟ 0

 3 د(               9 ج(              3 ب(            1 الف(

 گزینه ب صحیح است.

اگر -33 sinx x y باشد
dy

dx
 کدام است؟

 الف(
sin( )x y

1
 ب( 

cos( )x y




1
 ج(      1

cos( )x y




1
 هیچکدامد(        1

 گزینه ج صحیح است.

)اگر-34 )f   2 حاصل  2
( ) ( )

lim
( )

t

f t f

t


 


2

2

2 2
 کدام است؟

 2 د(           1 ج(             -1 ب(        -2 الف(

 گزینه ج صحیح است.

sinمعادله خط مماس بر نمودار-35 cosy Arc x Arc y

  

2
در  

 کدام است؟ A(0,0)نقطه

x الف( y 2 x ب(      0 y 3 x ج(     0 y 2 x د(        0 y 3 0 

 گزینه الف صحیح است.

tanArcمعادله خط قائم بر منحنی-36 xy e xدر نقطه 2 0  برابر

 است با

y الف( x 2 y ب( 2 x 2 y ج( 2 x 2 y د( 2 x 2 2 

 گزینه ب صحیح است.

yنمودار تابع-37 x x  4 23 24 از نظر کدام وضعیت را  6

 دارد؟
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 maxو یک  minب( دو     minو یک maxالف( دو

 داردminو یک  maxد( یک   نداردminو  maxج( یک

 گزینه ب صحیح است.

yمعادله خط مماس بر منحنی-38 x x x   3 23 3 در نقطه  2

 عطف نمودار کدام است؟

y الف( x 2      )ب y 1        )ج y  1           )د y x  

 گزینه ب صحیح است.

تعداد نقاط عطف -39
4 3 24 18y x x x  کدام است؟ 

 1 د(                  3 ج(                 3 ب(         4 الف(

 گزینه ج صحیح است.

)نمودار تابع -43 )y x x  3 22 در مبدا بر کدام منحنی 3

 مماس است؟

  ها yب( محور    ها xالف(محور

و  حیه دومنیمساز ناد(  ناحیه اول و سومج( نیمساز

 چهارم

)با ضابطه  fاگر تابع -41 )
ax x

f x
x b x

 
 

 

2 2

8 2
xدر 2 

 کدام است؟ a+bمشتق پذیر باشد آنگاه مقدار

 -8 د(              2 ج(               6 ب(          -6 الف(

 گزینه الف صحیح است.

)برای تابع -42 )f x x x 
2

کدامیک از عبارات زیر درست 3

 است؟

 الف( جهت تقعر منحنی همواره به طرف پایین است 

 منحنی همواره به طرف بالا است.ب( جهت تقعر 
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ج(  0,0.د( هیچکدام.   نقطه عطف منحنی است 

 گزینه الف صحیح است.

)شیب خط مماس بر منحنی-43 )y f x  در هر نقطه مانند

( , )A x yبه صورت     y x x x    
2 3

3 1  است. 4

 نسبی این تابع کدام است؟maxطول نقطه 

 -3 د(           4 ج(                2 ب(          1 الف(

 گزینه الف صحیح است.

مقدار-44 sin cos x1
 کدام گزینه است؟ 

x الف( x ب(       21



2
x ج(        د(     21

x 2

1

1
 

 گزینه ب صحیح است.

sinyتابع  63 مشتق مرتبه-45 xکدام است؟ 

) الف( ) siny x60 )ب ( ) cosy x60 )ج ( ) siny x 60)د ( ) cosy x 60 

 گزینه الف صحیح است.

متر است. بعد  4یک بادکنک کروی در سطح دریا قطرش -46

سانتی  23متر و  4از رسیدن به یک ارتفاع معین قطر آن 

 متر می شود. تغییر حجم بادکنک چقدر است؟

 الف(
3

4
 ب(         

4
10 / 088

3
       )ج  

4
10 / 088

3
 د(       4 10 / 088 

 گزینه ب صحیح است

حل:

     

     

3 3

3 3

4 4
                              

3 3

4 4 4
4 0 / 2 4 10 / 088

3 3 3

v f r r f r r r r

v

 

 

        

    

 

xمعادله -47 x 8 5  حداکثر چند ریشه دارد؟4

 د(فاقد ریشه        4ج(      3ب(       2 الف(

 گزینه الف صحیح است.
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اگر -48 , tany u u u x   
52 باشد مقدار 1

d y

dx

2

2
xدر 




4
کدام  

 است؟

 5د(       2ج(    3ب(    -1الف(

 گزینه ب صحیح است.

y,اگر بین-49 x 2رابطه 16x y   .برقرار باشد,y x چقدر

 باشد تا حاصلضرب آن ماکزیمم شود؟

y, الف( x 8 y, ب( 4 x 8 y, ج( 8 x  8 y,د( 4 x  8 8 

 گزینه الف صحیح است.

نمودار تابع-53   y x x  
3

1  در کدام فاصله نزولی است؟ 1

x الف( 1       )ب  x  
1

2
x ج(    1      )د x




1

2
 

  .گزینه ب صحیح است
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 فصل هفتم

 انتگرال  فرمول ها، قوانین و روش های 

 انتگرال گیری

 

 فرمول ها و روش های انتگرال گیری

انتگرال گیری در واقع به معنای پیدا کردن تابع اصلی 

از روی مشتق تابع است، انتگرال یک تابع مانند f x  را

)با نماد ) ( )f x d x نمایش می دهند. به عنوان مثال در

sin xdx باید تابع اصلی را که مشتق انsin x پیدا  است

sinکنیم. جواب های رو به رو را برای xdx  می توان پیدا

 کرد.

cos

cos

cos
sin

.

.

.

x

x

x
xdx






 

 







1

1

 

بنابراین انتظار می رود جواب انتگرال به صورت دسته 

 ای از جواب ها باشد.

 پس می توان نوشت

sin cosxdx x c  

جواب انتگرال را تابع اصلی یا تابع اولیه نیز  توجه:

 می نامند.

 در حالت کلی
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( ) ( )f x dx F x c  

پیدا کردن تابع اصلی از روی مشتق همیشه کار  توجه:

آسانی نیست، لذا برای راحتی از فرمول های انتگرال 

 برای پیدا کردن تابع اولیه استفاده می کنیم.

 فرمول های انتگرال گیری

1)

         5 5

1 1
        

2 2

        1

kdx kx c

dx x c

dx x c

dx x c

 

 

   

 









 مثال 

1

6 1 7
6

1 3
1

1 2 2
32

1 3
1

2 2

4 3
4

3

2)
1

         
6 1 7

2
         

3

1
        

4 1 3 3

n
n x

x dx c
n

x x
x dx c c

x x
x dx c c x c

x x
x dx c c c

x









 


 


   


     


     
  









 مثال

باشد می توان از mفرجه  ازیر رادیکال ب nx: اگر1توجه

قانون
n

m n mx x  2رادیکال را حذف می کنیم سپس از فرمول 

 استفاده کرده

 مثال:

x
x dx x dx c x c





     

2
12 75

5 2 5 5
2

1
5

5

7
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: اگر در مخرج کسر باشد می توان آن را در صورت 2توجه

 2آورده و علامت آن را تغییر داده سپس از فرمول 

 استفاده کرده.

 مثال:

10 1 9
10

10 9

1

10 1 9 9

dx x x
x dx c c c

x x

  
 

      
    

 قوانین انتگرال گیری

قانون جمع و منها در انتگرال ها: اگر بین توابع -1

ال جمع یا منها باشد می توان انتگرال ها جلوی انتگر

 را جدا کرد.

 ( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x     

 مثال: 

x x dx xdx x dx dx dx
x x

x x x x
x c x x c

x



 
       

 

         


    3 3

3
2 2 22

3

3 2

2

5 5
2 2

2 5
5 2 2

2 2 2 3 2

 

قانون ضرب و تقسیم در انتگرال ها: در حالتی که -2

توابعی جلوی انتگرال در هم ضرب با تقسیم شده باشد 

قانون خاصی ندارد به عبارت دیگر نمی توان انتگرال ها 

را جدا کرد. برای حل این نوع انتگرال ها روش های 

 ختلفی وجود دارد که در زیر به آن ها اشاره می کنیم.م

)غلط )f g dx fdx gdx      

غلط

f fdx
dx

g gdx
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روش حل انتگرال با استفاده از ساده کردن تابع جلوی -1

 انتگرال:

در این روش می توان از ضرب چند جمله ای ها و یا 

استفاده از اتحادها تابع جلوی انتگرال را ساده کرده 

اب را و سپس با استفاده از فرمول های انتگرال جو

 محاسبه کرده.

تست: حاصل انتگرال
x x

dx
x

 


2 5 1
کدام است؟ )در  

 داشته باشیم(xیا توانی از xمخرج 

 الف(
x

x x c
 

   
 

2 5
2 1

5 3
x ب(      x x c

 
   

 

2 3
2 5 1

5
 

 ج(
x

x x c
 

   
 

2 5
2 1

5 3
 د( 

x x
x c
 

   
 

2 1
5

2 3 5
 

 حل:

 
12

2 2
1

2

1 1 1

2 2 2 2

3 1 1
1 1 1

3 1 1 2 2 2
2 2 2

3 1 1
1 1 1

2 2 2

1

5 3 2

2
2

5 1
5 1

5 1

5 5

2 10
2

5 3

2 10 5
2 2 1

5 3 5 3

x x
dx x x x dx

x

x x xx x dx

x x x
x dx x dx x dx c

x x x

x
x x x x x c x x c



  

   


   

 
  

 
   

 

      

  

 
        

 

 



  
 

 گزینه الف صحیح است.
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مثال: حاصل انتگرال 

 x
dx

x




2
1

2
 را بدست آورید؟

حل: برای ساده کردن صورت از اتحادهای

 a b a b ab   
2 2 2  استفاده کنید. 2

 
x x

dx x x x dx
x

x x dx x dx xx dx

x dx x dx x dx

x x x
c

x x x c

x x x x x c

x x x c



  



 
  

  
      

  

 
    

 

 
   
 
 
 

   

    

 
   

 

 

  

  

12
2 2

1 1 1
2 2 2 2

3 1 1

2 2 2

5 1 3

2 2 2

5 1 3

2 2 2

5 3

2

2

1 2 1
1 2

22

1
1 2

2

1
2

2

1
2

2

1 1

5 3

1 1

5 3

1 1
1

5 3

 

 :uتغییر متغیرروش حل انتگرال با استفاده از -2

را uدر این روش ابتدا یکی از توابع جلوی انتگرال  

u duبگیرید. بعد دیفرانسیل در duرا حساب کنید، اگر ((

را به جای توابع در duو uانتگرال ظاهر شده باشد   جلوی

جلوی انتگرال قرار داده سپس از فرمول ها جواب ها را 

 بدست می آوریم.
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وقتی ضرب چند جمله ای ها را  uالف(انتخاب تغییر متغیر

داریم: در این روش ابتدا عبارت داخل پرانتز) که 

دارای توان می باشد( یا عبارت زیر رادیکال را 

u گرفته، اگر مشتق آنها وجود داشته باشد و در خود

عبارت ضرب شده باشد می توان از فرمول 

n
n u

u du c
n



 


1

1
 استفاده کنیم.

(حاصل انتگرال 1مثال  
10

22 5x x dxرا  بدست آورید؟ 

 10
11

10

11
2

5 2

52 52 5 2
11 11

x u xdx du

xu u xx xdx u du c c
u du

 
  
  
 

   

      
 

duبارا حساب می کنیم و  u: بعضی مواقع وقتی مشتقکتهن

 مقایسه می کنیم ممکن است عدد یا علامتی لازم باشد که

حالت اگر عددی ضرب کردیم باید  ینضرب شود، در ا du در

بیرون از انتگرال در معکوس عدد هم ضرب شود و اگر 

علامت ضرب کردیم همین علامت را در بیرون انتگرال ضرب 

 کنیم.

(حاصل2ل مثا x x dx
5

2 33  را بدست آورید؟ 3

   

 

u x du x dx

x x dx x x dx

xu
u du c c

   

  


     

 



3 2

5 5
3 2 3 2

6
36

5

3 3 9

1
3 3 3 3 9

9

3 31 1

9 9 6 54

 

x(حاصل3مثال x 
3 2  را بدست آورید؟  3

uعبارت زیر رادیکال 
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.

.
u du

x u xdx du

x x xdx

x
x xdx c

x c

   

   

 
    

 

 

 



2

3 32 2

4
1

2 3
3

2

4
23

3 2

1
3 3 2

2

31 1
3 2

42 2

3

3
3

8

 

برای تقسیم چند جمله ای ها:  uب(انتخاب  تغییر متغیر

چند جمله ای که درون پرانتز قرار گرفته و تواندار 

باشد یا عبارتی که زیر رادیکال می باشد در مخرج کسری 

و یا عبارت زیر قرار بگیرند، عبارت درون پرانتز 

گرفته، اگر مشتق آنها در صورت کسر وجود  uرادیکال را

داشت عبارت را از مخرج به صورت آورده و توان آن نیز 

قرینه می شود سپس از فرمول

n
n u

u du c
n



 


1

1
استفاده  

 می کنیم.

مثال: حاصل
 

( )x
dx

x x



 
 3

2

1

2 2
 را بدست آورید؟ 
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2

3
2

3
2

3
2 3

2
22

( 1)
( 1) 2 2

2 2

1 1
2( 1) 2 2

2 2

2 21 1

2 2 2 2

2 3 (2 2)

du
u

x
dx x x x dx

x x

x x x dx u du

x xu
c c

u x x du x du










   

 

    

 
   

 

     

 

  

مثال: حاصل
x dx

x 


2

32 3
 را محاسبه کنید. 

u x du x dx   3 22 3 6 

 
 

 

 

12
2 3 2

1
3 2

1
11 2

2 3 22

1
3 32

2 3

2 3

1 1 1
6 2 3

16 6 6

2

1 1
2 3 2 3

3 3

du
u

x dx
x x dx

x

u
x x dx u du c

x c x c





  



   

     

 

 
 

و محاسبه  uانتخاب: بعضی مواقع ممکن است بعد از تذکر

جلوی انتگرال اضافه باشد،  xیا توانی از xمشتق آن،

بگیرید. روش حل  uدر این حالت بهتر است کل رادیکال را

 انتگرال را در مثال زیر آمده .

:حاصل انتگرال1تست
x

dx
x 


5

 کدام است؟ 

x الف( x c 
20

5
3

x ب(         x c 
2

5
3
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 ج(   
x

x x c


 
2 20

5
3

 (د        
x

x x c


 
2 20

5
3

 

duحل: اگر dx u x   5  کهx در صورت کسر اضافه می باشد

 پس 

 
 

.

x u

dx udu
x u x u

x u

x u
dx udu

ux

xu
u du u c x c

 


      

 


 



    
          

   
 

 



2

2

2

3

3
2

5

2
5 5

5

5
2

5

5
2 5 2 5 2 5 5

3 3

 

 گزینه د صحیح است.

: حاصل2تست
x

dx
x 


3

2 1
 کدام گزینه است؟ 

 الف( 2 21
        2 1

3
x x c  )ب  x x c  2 21

2 1
2

 

 (ج x x c  2 21
1 1

2
 د(               x x c  2 21

2 1
3

 

 صحیح است  حل: گزینه الف
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. .

( ).
( )

u x u x udu xdx udu xdx

u x

x x x x xdx
dx dx

x x x

u udu u
u du u c

u

x x x
x c c

x
x c

        

  

  
  


    

   
     

 
   

 

  

 

2 2 2

2 2

3 2 2

2 2 2

2 3
2

3 3
2 2 2

2

2
2

1 1 2 2

1

1 1 1

1
1

3

1 1 3 1
1

3 3

2
1

3

 

در توابع مثلثاتی: عبارت جلوی توابع  uج(تغییر متغیر

گرفته، اگر مشتق آن وجود داشت از فرمول  uمثلثاتی را

 مشتق توابع(duتابع و  uهای زیر استفاده می کنیم )

 2 2

2

2 2

2

1) sin . cos

2) cos . sin

1
3) 1 tan . sec . tan

cos

1
4) 1 cot . . csc . cot

sin

5) sec .tan . sec

csc .cot csc

u du u c

u du u c

u du du u du u c
u

u du du u du u c
u

u u du u c

u udu u c

  

 

    

     

 

  





  

  





 

مثال: حاصل 
sin x

dx
x

را بدست آورید؟ 

sin sin
2 2 sin . 2cos 2cos

2

x x
dx dx u du u c x c

x x
          

تمرین: حاصل 
cos x

dx
x


3

 را بدست آورید؟
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جلوی  cosیا sin: اگر تعداد عبارت های مثلثاتینکته

به صورت ضرب  cosو sinانتگرال از یکی بیشتر باشد و 

آن که توان دارد   cosوsinکنار هم قرار بگیرند، از بین

گرفته و از فرمول  duو دیگری راuرا 
n

n u
u du c

n



 


1

1

 استفاده می کنیم.

sinمثال: حاصل  cosx xdx
 را بدست آورید؟5

sin cos

sin
sin .cos

u x du xdx

u x
x xdx u du c c

  

     
6 6

5 5

6 6

 

: قبلاا گفته شده که اگر یک عبارت در داخل پرانتز نکته

و تواندار در مخرج کسر وجود داشته باشد که مشتق 

عبارت داخل پرانتز در صورت کسر وجود داشته باشد باید 

عبارت از به صورت کسر آورده و از فرمول

n
n u

u du c
n



 


1

1
 

مخرج کسر استفاده کنیم ولی اگر همین عبارتی که در 

هست و مشتق ان در صورت وجود دارد توان نداشته باشد 

نمی توان از این فرمول استفاده کنیم و باید از فرمول 

 زیر استفاده شود.

ln
du

u c
u

  

مثال: حاصل

2

3

1

3 1

x
dx

x x



  را بدست آورید؟ 

 3 2 23 1 3 3 3 1u x x du x x        
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 22

3 3

3

3 11 1

3 1 3 3 1

1 1 1
ln ln 3 1

3 3 3

xx
dx

x x x x

du
u c x x c

u




   

      

 


 

مثال: حاصل
sin

cos

x
dx

x5
 را بدست آورید؟ 

cos sin

sin
ln ln cos

cos

u x du xdx

x du
dx u c x c

x u

   

     
 

5

5
5

 

برای توابع نماییuد(تغییر متغیر ,u ua e 

گرفته، اگر مشتق uدر این حالت توان تابع نمایی را 

این توان در کنار تابع نمایی وجود داشته باشد از 

 فرمول های زیر استفاده می کنیم.

1)

2)
ln

u u

u
u

e du e c

a
a du c

a

 

 




 

مثال: حاصل انتگرال 

2
2

2
2

xx

x e dx


 را بدست آورید؟ 

2 2

2

2 2
2 2

2 (2 )
2

(2 )
x x

x x
u u

x
u x du x dx

x e dx e du e c e c
 

    

      
 

: در حالتی که تعداد عبارتهای نمایی جلوی نکته

انتگرال از یکی بیشتر باشد، عبارت نمایی که دارای 

گرفته و اگر مشتق آن در کنارش باشد  uتوان می باشد را

از فرمول

n
n u

u du c
n



 


1

1
 استفاده می کنیم. 
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مثال: حاصل 
 

2

3
21

x

x

e
dx

e
را بدست اورید؟ 

 
 

 

2 2

2
3

2 2

3
2

3 2
2

2 2 3 2

1 2

. 1
1

1 1 1 1
2 1 1

2 2 2 2 4

x x

x
x x

x

x x x

du u

u e du e dx

e
dx e e dx

e

u
e e dx u du c e c



 




   

 


 
        

 

 

 

 

مثال: حاصل
sin

cos
x

x
dx

e  2
 را بدست آورید؟ 

 

(2 sin ) (2 sin )

2 sin

(2 sin )

2 sin cos

cos
cos . cos .x x u u

x

x

u x du xdx

x
x e dx xe dx e du e c

e

e c

   



 

     

        

  

    

مثال: حاصل
cos

x
dx

x 2 2
 را بدست آورید؟ 

2

2 2 2 2 2

2

2

2

1 2 1

cos 2 cos 2 cos

1 1 1 1
tan tan

2 cos 2 2

u x du xdx

x x du
dx dx

x x u

du u c x c
u

  

 

    

  



 

sinمثال: حاصل  sinx x dx
22  را بدست آورید؟1

sin می دانیم. sin .cosx x x2 2 
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sin sin .cos

sin sin sin .cos sin

sin

du
u

u x du x xdx

x x dx x x x dx

xu
u du c c

   

  


    

 



2

1
2 2 2

33
2 21 2

2

1 2

2 1 2 1

1

3 3

2 2

 

 انتگرال هایی که جواب آن هاتوابع معکوس مثلثاتی می

 شود:

2 2

11) tan udu Arc ca aa u
  

 

: از فرمول بالا زمانی استفاده می شود که توجه مهم

آن( در صورت کسر  2) بدون در نظر گرفتن توان uمشتق 

 را پیدا کرده و در فرمول قرار می دهیم(aو uباشد . ) 

 :1مثال 

2 525

u x du dx

a
dx

x

  



 

 

 جواب انتگرال

1
tan

5 5

x
Arc c  

 :2مثال 

2

4

2

3

2
9

u x du xdx

a

xdx
x

   



 

 

 جواب انتگرال

21
tan

3 3

x
Arc c  

) یعنی مشتق  du: بعضی مواقع ممکن است درتوجه مهم

ضریبی داشته باشد که در صورت کسر   u )dx گرفتن از
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نباشد در این حالت باید جواب انتگرال را بر معکوس آن 

 عدد ضرب کنیم مانند مثال زیر:

 :3مثال 

2

3 3

1
1

1 9

u x du dx
dx

ax

  
 


 

 

2

1 3 1 1 3 1
tan tan3

3 1 (3 ) 3 1 1 3

dx x
Arc c Arc x c

x
     

 

وجود ندارد خودمان اضافه می کنیم  3چون در صورت کسر 

 و جواب انتگرال را در ضرب می کنیم.

c
a

u
Arc

ua

du



 sin)2

22 

du مشتق تابعu  است.آن ( 2) بدون در نظر گرفتن توان 

 مثال:

c
x

Arc
x

dx

a

dxduxu

x

dx




















5

2
sin

2

1

)2(5

2

2

1

5

22

425

22

2

 

c
a

u
Arc

aauu

du



 sec

1
)3

22
 

du مشتق تابعu  ( می باشد2) بدون در نظر گرفتن توان 
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xباید به جای مثال:
x

x
tan,

cos

sin
را قرار داد که به صورت  

  شود3فرمول

c
x

Arc
xx

xdx

xx

xdx

a

xdxduxu

x

xdx
























2

cos
sec

2

1

2coscos

sin

4coscos

sin

2

sincos

4cos

tan

222

2

 

 

 حالتهای خاص برای انتگرال هایی که جواب ان ها معکوس

 مثلثاتی می شود.

به  2در مخرج کسر یا زیر رادیکال چند جمله ای درجه -1

cbxaxفرم 2 ای حل انتگرال از اتحاد داشته باشیم بر

زیر )اتحاد مربع کامل( استفاده کرده و با ساده کردن، 

22عبارت های  ua   22یا ua  22یا au   را بوجود می آوریم و

 بعد از فرمول انتگرال محاسبه می کنیم.

b
aa

xbaxx 


















22

2

22
 

 مثال:

 
2 2

22 24 4
4 3 3 2 4 3 ( 2) 1

2 2
x x x x x

   
               

   
 

ضریب داشته باشد قبل از استفاده از  2x: اگرتذکر

 فاکتور بگیرید.2xاتحاد مربع کامل باید از ضریب 

 مثال:

2 2 2 2 25 5 3
2 4 5 2( 2 ) 2 ( 1) 1 2 ( 1) 2( 1) 3

2 2 2
x x x x x x x
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: حاصل1تست  542 xx

dx
 کدام گزینه است؟ 

cxArc الف(  )2tan(
2

1
cxArc ب(         tan 

cxArc ج(  )2tan(     )د cxArc 


)2tan(
2

1
 

 حل: گزینه ج صحیح است.

cxArcc
a

u
Arc

ax

dx

xx

dx

a

dxduxu
xxxx


















 )2tan(
1

1
tan

1

1)2(54

1

2
1)2(54)2(54

22

222

 

حاصل -2تست
dx

x x
 2

 کدام گزینه است؟ 

sin الف( ( )x c  1 sin ب(        2 ( )x c  1 2 2 

sin ج( ( )x c  1 1

2
 د(        

1sin (2 1)x c   

 حل: گزینه د صحیح است.
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( ) ( ) ( )

sin

( )

sin sin( )

x x x x x x

u x du dx

a

dx dx u
Arc c

ax x
x

x
Arc c Arc x c

 
           

 


   


 


    


 


   

 

2 2 2 2

2
2

1 1 1 1

2 4 4 2

1

2

1

2

1 1

4 2

1

2 2 1
1

2

 

اگر در مخرج کسر عبارت مثلثاتی یا نمایی داشته -2

 باشیم:

مثال: حاصل
(sin )

cos

x dx

x 2

2

4 2
 را بدست آورید؟ 

کم داریم آن را اضافه و بیرون  -2حل: در صورت کسر 

 درانتگرال 
1

2
 ضرب می کنیم.  
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2 2

cos2 2sin 2

2

sin 2 1 2sin 2

4 cos 2 2 4 cos 2

1 1
tan

2

1 1 cos2
tan

2 2 2

1 cos2
arctan

4 2

x u xdx du

a

xdx xdx

x x

u
Arc c

a a

x
Arc c

x
c

   




  

 

   

 
     

 

  
 

 

 

 

مثال: حاصل 

x

x

e dx

e 29
 را بدست آورید؟

( ) ( )

tan tan

x x

x x

x x

x

u e du e dx

a

e dx e dx

e e

u e
Arc c Arc c

a a

  



 
 

  
     

   

 2 2 2

3

9 3

1 1

3 3

 

: برای محاسبه انتگرال هایی که به فرم نکته

sin .cosax bxdxیاsin .sin  ax bx dx یاcos .cosax bxdx می باشند

باید با توجه به فرمول های زیر تابع زیر انتگرال را 

 تفریق تبدیل کرد.از حالت ضرب به جمع یا 
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)sin .cos sin sin

)sin .sin cos cos

)cos .cos cos cos

ax bx a b x a b x

ax bx a b x a b x

ax bx a b x a b x

     

     

     

1
1

2

1
2

2

1
3

2

 

sinمثال: حاصل انتگرال .cosx xdx 5  را بدست آورید؟ 3

 

 

 

 

1
sin5 .cos3 sin(5 3) sin(5 3)

2

1
sin 2 sin8

2

1
sin5 .cos3 sin 2 sin8

2

1
sin 2 sin8

2

1 1 1
cos2 cos8

2 2 8

1 1
cos2 cos8

4 16

x x x

x x

x xdx x x dx

xdx xdx

x x c

x x c
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 فصل هشتم:

انتگرال معین و کاربردهای آن در محاسبه مساحت، 

 حجم و طول قوس و مشتق انتگرال

 

 :انتگرال معین

)در انتگرال )f x dx  اگر تغییراتxدر فاصله a تا b 

اعمال شود، انتگرال را انتگرال معین می نامند و با 

)نماد )
b

a
f x dx  نشان می دهند جواب انتگرال معین همیشه

 .یک عدد ثابت است

) :توجه )f x dx .را اصطلاحاا انتگرال نامعین می نامند 

 محاسبه انتگرال معین:

ابتدا جواب انتگرال را محاسبه کرده سپس اعداد بالا و 

در جواب انتگرال  xپایین انتگرال را به ترتیب به جای

 ابطه زیر قرار داده و از هم کم می کنیم طبق ر

 حذف می شود. cدر انتگرال معین عدد ثابت  توجه:

( ) ( ) ( ) ( )
b

a

b
f x dx F x F b F a

a
   

 :1مثال 

x
x dx

 
    

 


3
2

2

1

2 8 1 7

13 3 3 3
 

 :2مثال 
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sin cos cos cosxdx x







 



      
        

   

3

4

1 1 2 2 1 1 13
2 2 0

2 2 3 4 2 2 4

4
 :3مثال 

 

 

2 2 3
2

2

2 2 3 3

2
( 1)

22 3

2 ( 2) 2 ( 2)
2 ( 2)

2 2 3 3

8 8 16 4
2 2 4 4

3 3 3 3

x x
x x dx x



 
     

 

    
         
   

  
        

 



 

 

: حاصل1تست
x x

dx
x



4

1
3

 برابر با کدام گزینه است؟ 

 الف(
7

3
 ب(     

7

3
 ج(     

1

3
 د(         

1

3
 

 حل: گزینه ج صحیح است.

x x x
dx dx dx dx

x x x

x x dx x x


   

   
           

   

   



1

24 4 4 4

1 1 1 1

1 1
4

2 2

1

1 1

3 3 3 3

4 4 41 1 1 2 4 1 4 2 1

1 1 13 3 3 3 3 3 3 3 3

 

 

 u: در حالتی که انتگرال با انتخاب تغییر متغیرتوجه

b,حل می شود، در انتگرال معین اعداد  aباید به جایx 

. یعنی بعد از حل انتگرال حتماا باید  uقرار گیرند نه
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u بر حسبx   نوشته شود سپس اعداد,b aبه جایx  قرار

 دهیم.

 

x: حاصل1تست x 
3

23

1

 کدام گزینه است؟ 1

 الف(
32

3
 د(      -6 ج(      6 ب(      

32

3
 

 حل: گزینه ب صحیح است.

2

3 3 1

2 23 3

1 1

3 31 1

2 3 3

1 1

4

3

4
4 42 3
3 3

4

3

1 2

1 ( 1)

1 1
2 ( 1)

2 2

31

4 12

3

31 ( 1) 48
(8) (1 1) 6

12 8

x u xdx du

x x dx x x dx

x x dx u du

u

x

   

    

 



 
      

 

 

 

 

انتگرال: حاصل 2تست
x

x

e
dx




1

0

 کدام است؟ 

 الف(
e

e

 
 
 

1
 ب( 2

e

e

 
 
 

1
 ج( 2

e

e

1
 د( 

e

e

1
 

 حل: گزینه ب صحیح است.
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( )

x x

u u x

u x du dx
x

e e
dx dx

x x

e du e e

e e
e e

e e

 





    

   

    

    
        

   

 



1 1

0 0

1

0

1 0

1

2

2
2

1 1
2 2 2

0 0

1 1
2 2 2

 

 

: حاصل 3تست
dx

x
dx

 2

2

4
0

 کدام گزینه است؟

 الف(


4
 ب(       

3

2
 ج(       



2
  د(       

حل: یکی از مواردی که در روش حل انتگرال به ما کمک 

می کند گزینه ها هستند در این تست گزینه ها ضریب های 

رال مربوط به معکوس توابع هستند بنابراین انتگاز

 مثلثاتی است.

sin

sin sin sin

du u
Arc

aa u

adx

u x du dxx

x
Arc Arc Arc









   

   





2 2

2

20

2

4

2 2
0

02 2 2

 

tan: در انتگرال ها معمولاا اگر عبارت هاینکته x یا  21

cot x دیده شود بهتر است از اتحادهای زیر استفاده 21

 کرد و تابع جلوی انتگرال را ساده کنیم.

 مثال:
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tan
cos

x
x

 2

2

1
1 

cot
sin

x
x

 2

2

1
1 

 مثال:

sin sin cos

sin sin

tan

cos

sin

sin .cos sin

cos cos cos

x x x

x x
dx

x

x

xdx

x xdx xdx

x

 

 





 

 








 




 

 
   

    
 
 

 



 

2
4 4

2

2 2
3

4

3 3

4 4

1

11

1 1
2 2

2 2

1 1 1 3 1
2 23

2 2 4 2 4
4

 

تست: حاصل
ln

e dx

x x


2

1 1
 کدام گزینه است؟ 

3 الف( 2 2 ب(  1 3 ) ج(      1 )2 3 ) د(   1 )3 2 1 

باشد و lnxجلوی انتگرال حل: هرگاه تابع
x

1
هم در  

انتگرال داشته باشیم چون
x

1
 lnxپس عبارتی lnxمشتق است 

 می گیریم. uکه دارد را
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2 2

2

1

2

1 1

1 1
1 21 2 2

2
11 1

2

2

2

1
1 ln

1 ln
1 ln

1 ln

1 1

2

2 1 ln 2 1 ln 1 ln1
1

2 3 1

e e

e

u x du dx
x

dx dx
x

xx x

x eu
u du

e
x e











   

  



  

    

 

 


 

 گزینه ج صحیح است.

 خواص انتگرال معین و کاربرد آن

aاگر -1 b    (,b a  باهم برابر باشند یعنی کران بالا و

پایینی انتگرال برابر باشد( جواب انتگرال همیشه صفر 

 است.

( ) 0
a

a
f x dx  

b,اگر در انتگرال معین جای-2 a  را عوض کنیم باید

 انتگرال را در یک منفی ضرب کرد.

( ) ( ) ( )
b a

a b
f x dx f x d x   

b,بین Cاگر یک عدد مانند-3 a  باشد می توان انتگرال به

 صورت زیر از هم جدا کرد. a c b  

( ) ( ) ( )
b c b

a a c
f x dx f x dx f x dx    

انتگرال هایی که تابع جلوی انتگرال قدر مطلق داشته 

 باشد:

. برای حل انتگرال ابتدا باید قدر مطلق را حذف کنیم

 برای حذف قدر مطلق:
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داخل قدر مطلق را مساوی صفر قرار داده و ریشه های -1

 آن را بدست می آوریم.

باشند طبق  bتاaاگر اعداد بدست آمده در فاصله -2

 در بالا باید انتگرال را از هم جدا کرد. 3خاصیت 

با استفاده از اعداد بالا و پایینی انتگرال باید 

نفی می شود و قدر مطلق را ببینیم که تابع مثبت یا م

 حذف کنیم .

xتست: حاصل  dx

1

1
 کدام گزینه است؟

 ج(               -1 ب(      1 الف(
1

2
 د(                 

1

2
 

xحل: ریشه عبارت داخل قد رمطلق 0  است پس انتگرال را

1بین  xجدا کرده سپس در انتگرال اول چون 0x    منفی

خواهد بود سپس قدر مطلق را حذف کرده و تابع را در 

xمنفی ضرب می کنیم و چون 0 مثبت است سپس قدر مطلق  1

  را حذف و تابع را در مثبت ضرب می کنیم.

( )

x dx x dx x dx

x x
xdx xdx

 



 

     


   
        

  

  

 

1 0 0

1 1 1

2 2
0 0

1 1

2

0 1

1 02 2

1 1
0 0 1

2 2

 

: بعضی مواقع ممکن است ریشه عبارت داخل قدر مطلق توجه

b,بین a  نباشد در این صورت ریشه عبارت داخل قدرمطلق

b,، سپس با استفاده از اعداد را کنار می گذاریم a و

چه علامتی بگیرد قدر مطلق bتا  aاین که تابع در فاصله

 را حذف و جواب را بدست می آوریم مانند تست زیر:
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xتست: حاصل x dx
2

1
 کدام گزینه است؟ 

الف( 
1

8 2
2

ب(    
2

4 2
3

ج(    


1
8 2 2

3
د(     


2

4 2
3

 

xحل: در مثال بالا عدد 0  یعنی ریشهx   داخل قدر مطلق

   xنیست سپس آن را در نظر نمی گیریم 2تا 1در فاصله

از قدر  xمثبت است سپس 2تا 1داخل قدر مطلق در فاصله

 مطلق مثبت بیرون می آید و داریم

( )
( ) ( )

( ) ( )

x x dx x x dx x dx

x
x dx x dx





    

 

   

  

 

2 2 2

1 1 1

1
11 1 22 2

2 2
11 1 1
2

2

21 1 2
2 2 2

12 2

1 2
8 8 4 2

3 3

 

 حل انتگرال به روش تجزیه کسرها

یکی از روش های حل انتگرال توابع کسری استفاده از 

روش تجزیه )جدا کردن( کسر جلوی انتگرال است این روش 

در صورت کسر از xده می شود که اولاا توان وقتی استفا

در مخرج کسر کوچکتر باشد ثانیاا حتماا باید مخرج xدرجه

کسر قابل تجزیه شدن باشد منظور از تجزیه کردن این 

است که از اتحادها و یا فاکتورگیری استفاده کرده و 

چند جمله ای که در مخرج وجود دارد را به صورت ضرب دو 

 ویسیم.یا چند پرانتز بن

 :اتحادهای مهم

     2 2 21)                 16 4 4a b a b a b x x x        
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)x ax b x c x d

x x x x

    

    

2

2

2

5 4 4 1
 

,d cاعدادی هستند که حاصلضرب آنها باید برابرb و حاصل 

 شود.aجمع آنها برابر 

 حالت های مختلف برای حل انتگرال به روش تجزیه کسرها

و  xاگر بعد از تجزیه کردن مخرج کسر توان متغیرهای-1

باشد، به تعداد پرانتزها، کسر  1توان پرانتزها 

خواهیم داشت که صورت تمامی کسرها را ضرائب ثابتی 

,...مانند , ,C B A  گذاشته و باید این ضرائب را پیدا کرده

 و در آخر انتگرال هر کسر را جداگانه حل کنیم.

 مثال:
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3

3 2

2 2 2

2 2 2

2

3

2

2 2 2

( 1) ( 1)( 1)

1 1

( 1)( 1) ( 1) ( 1)

1 1

2 ( 1)

( ) ( )

0
3 1

1 ,
2 2

2 2

2

x
dx

x x

x x x

x x x x x x x

A B C

x x x

A x x Bx x Cx x

x x x

x A x Bx Cx Cx

Ax A Bx Bx Cx Cx

x A B C x B C A

A B C

B C B C

A A

x
d

x x





  
  

   

 
 

     


 

      

      

    

  


     
    










2

2 3 1

2 1 2 1

3
ln ln 1 ln 1 1

2

dx dx
x dx

x x x

x x x


  

 

      

   

ها از  xاگر پرانتزی توان داشته باشد ولی متغیر-2

داد مجموع توان کسر خواهیم داشت و باشند به تع 1درجه 

,...صورت این کسرها را همان  , ,C B A:می گذاریم 

 مثال:
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2

2 2

2

2

2 2

2

2

22

1

( 1)

1

( 1) 1 ( 1)

( 1) ( 1)

1

2

( 1)

1 ( ) ( 2 )

0 1

2 0 1

1

1 1 1

( 1) 1 1

1
ln ln 1

1

dx

x x

A B C

x x x x x

A x Bx x Cx

x x

Ax A Ax Bx Bx Cx

x x

A B x A B C x A

A B B

A B C C

A

dx dx dx dx

x x x x x

x
x x c





  
  

   



    



      

    


      
 

 
   

  


    





   

 

از  xاگر پرانتز توان نداشته باشد ولی متغیرها-3

باشند در صورت کسری که مخرج آن از  2یا درجه  1درجه 

نوشت مثلاا  1می باشد باید چند جمله ای از درجه  2درجه 

Axبه صورت B 

 ال:مث
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2

2

2

2 2

2

2

2 2 2

2 2

2

2 2

2 2

2

3 2

( 1)

3 2

( 1) 1

( 1) ( )

( 1)

( )

( 1) ( 1)

1 1

3

2

3 2 2 3

( 1) 1

3
2

1 1

1
3ln ln 1

2

x x
dx

x x

x x A Bx C

x x x x

A x Bx c x

x x

Ax A Bx cx x A B Cx A

x x x x

A B B

C

A

x x x
dx dx

x x x x

dx xdx x

x x x

x x

 



  
 

 

  




     


 

    


 
 

   
  

 


  

 

   



  

  

3 tanArc x C

 

از درجه  xتوان داشته باشند و متغیر اگر پرانتزها-4

باشد به تعداد مجموع توان کسر خواهیم داشت صورت  2

Axهستند به صورت 2کسرهایی که مخرج آنها از درجه  B  

 نوشته می شود 

 مثال:
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2

2 2

2

2 2 2 2 2

2

2 2

3 2

2 2

3 2

2 2

2

2 2 2 2 2

2 3

( 1)

2 3

( 1) 1 ( 1)

( ) 1

( 1)

( 1)

( ) ( )

( 1)

0

2

0 0

3 1

2 3 2

( 1) 1 ( 1)

x
dx

x

x Ax B Cx D

x x x

Ax B x Cx D

x

Ax Ax Bx B Cx D

x

Ax Bx A C x B D

x

A

B

A C C

B D D

x dx dx
dx

x x x
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1

2 2

2 1

2

1

2
2

1 1 2

2

1

1

1 1 1

2tan
( 1)

tan 1 tan , tan

1 tan
2 tan

1

2tan 2 tan cos
1 tan

1
2tan 1 cos2

2

1 1
2tan sin 2

2 2

1 1
2tan tan sin 2 tan

2 2

3

2

dx
x

x

x dx d x

d
x

tg

d
x x d

x d

x c

x x x c

   

 




 



 

 







 





  

  


    


 



   


  

 
    

 

 
    

 







 



1
1

2 1

1

2

1 2tan(tan )
tan .

4 1 tan (tan )

3 1
tan

2 2 1

x
x c

x

x
x c

x








 


  


 

تست: حاصل انتگرال
dx

x x  2 5 4
 کدام گزینه است؟ 

ln الف(
x

x





1 1

3 4
ln ب(     

x

x

 



1 1

3 4
ln )ج     

x

x





3

4

1
ln د(  

x

x




3

4

1
 

 حل: گزینه ب صحیح است.
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2

2

2

5 4

1 1

5 4 4 1 4 1

1 4 4

4 1 4 1

( ) ( 4 )

4 1

1
0

3

1
4 1

3

1 1

3 3

5 4 4 1

1 1 1
ln 4 ln 1 ln 1 ln 4

3 3 3

1 1
ln

3 4

dx

x x

A B

x x x x x x

A x B x Ax A Bx B

x x x x

A B x A B

x x

A B B

A B A

dx
dx dx

x x x x

x x x x

x

x

 

  
     

     
 

   

   


 


   

 
    





   
   

       


 





  

 

 به روش جزء به جزءحل انتگرال 

برای حل انتگرال هایی به فرم )

sin

cos

ax

ax

ax

e

 )چند جمله ای

از روش جزء به جزء )جدا کردن( عبارت ها استفاده می 

 کنیم.

روش حل: برای حل انتگرال به فرم بالا مطابق جدول زیر 

یا  cosaxیا sinaxچند جمله ای را یک طرف جدول و توابع

axe مشتق را در ظرف دیگر می نویسیم سپس از چند جمله ای

sinax ،cگرفته تا به صفر برسیم و از توابع o sax یا
axe 
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به همان تعداد که مشتق گرفته شده انتگرال می گیریم. 

رمولهایف)طبق 

, cos sin , sin cosax axe dx e axdx ax axdx ax
a a a


    

1 1 1
( ادامه  

 .حل را با مثال توضیح می دهیم

 چند جمله ای تابع دوم

انتگرال به همان 

تعداد که مشتق 

 گرفته شده

مشتق گرفته تا 

 به صفر برسیم.

 

: حاصل1تست

1

2 2

0

xx e dx کدام است؟ 

 الف(
e 2 1

2
e ب(                 ج(             21

e 2 1

4
 د(               

e 21

4
 

حل: برای بدست آوردن جواب انتگرال مطابق روش ها مشخص 

شده از بالا و سمت چپ جدول تا پایین و سمت راست جدول 

تابع دو طرف فلاش ها و علامت های بالای فلاش ها را در هم 

ضرب کرده و کنار هم قرار می دهیم ) علامت بالای فلش 

 اول + و بقیه فلاش ها یک در میان _ و + می شوند( 

 زینه ج صحیح است.گ

xe 2
 x 2

       
 

xe 21

2
 

x2 

xe 21

4
 

2 

xe 21

8
 

3 

 جواب انتگرال:
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2
2 2 2 2

11 1 1 1
2 2

02 4 8 4

x x x e
x e x e e


     

sinx: حاصل2تست  xdx


 6

0
2  کدام است؟ 3

 الف(
1

9
 ب(      

1

9
 ج(              

2

9
 د(        

2

9
 

 حل:

sin3x 2x  

1
cos3

3
x


 

1
sin 3

9
x


 

2  

0 

 

cos sin

cos sin

x x x

x x x





 
   


  

1 1
2 3 2 3 6

3 9
0

2 2 2
3 3 6

3 9 9
0

 جواب انتگرال

 گزینه ج صحیح است.

cosانتگرال از  ,sinx x دارند 2وقتی توان 

sin sin

cos sin

axdx x ax c
a

axdx x ax c
a

 
   

 

 
   

 





2

2

1 1
2

2 2

1 1
2

2 2

 

 : 1ضمیمه 
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sin sin

tan tan ln( )

Arc axdx xArc ax a x c
a

Arc axdx xArc ax a x c
a

   

   





2 2

2 2

1
1

1
1

2

 

sinArcتست: حاصل xdx
1

0
 کدام است؟ 

 الف(

1

2
 ب(               


1

2
 ج(               


1

3
 د(                


1

3
 

sin sina Arc xdx xArc x x


      
1

2

0

1 1
1 1 1

0 0 2
 

 حل: گزینه الف صحیح است.

 :2ضمیمه 

 ln ln ln ln ln (ln ) lnaxdx a x dx adx xdx x a xdx         
lnو برای محاسبه xdx داریم 

ln ln

ln (ln ) ln

xdx x x x c

axdx x a x x x c

  

    




 

lnتست: حاصل
e

xdx1  کدام است؟ 3

1 الف( ( 1)ln3e                           )1 ب ( 1)ln3e   

1 ج( ( 1)ln3e                                      )1 د ( 1)ln3e   

 صحیح استحل: گزینه ب 

ln (ln ) ln

ln ln ( )ln

e e
xdx x x x x

e e

  

    

1 3 3
1

3 3 1 3 1

 

 کاربرد اتحادهای مثلثاتی در حل انتگرال

 مثال:
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cos

dx

sin x x 2 2
 

 اتحاد:

sin sin cos
sin

sin

csc cot

dx dx
x x x

x
x

xdx x c

  
 
 
 

   

 



2 2

2

2 2 4
21

2
2

4 2 2 2

 

 فرمول های مهم:

) ( tan ) sec tan
cos

) ( cot ) c cot
sin

u du du udu u c
u

u du du cs udu u c
u

    

     

  

  

2 2

2

2 2

2

1
1 1

1
2 1

 

 مثال:

 

sin
sin sin

sin cos sin

sin

u x
x x dx

du x xdx xdx

u
udu u du c x c

  
 

 

      





2
2

3
1 2 3

22
3

2

1
2 1

2 2

2
1

3

 

 حالت های دیگر انتگرال 

cos(اگر انتگرال ، تابعی گویا از1 ,sinx x  باشد با

تغییر متغیرهای

2

2 2 2

2 1 2
,         cos ,     sin

1 1 1

dz z z
dx x x

z z z


  

  
و حل  

tanحرف عبارت zکرده و سپس در آخر به جای
x

2
قرار می  

tan دهیم.
x

z 
2

 

مثال: حاصل
sin cos

dx

x x 1
 را بدست آورید؟ 
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sin cos

ln ln

dz
dx dzz

z zx x z

z z

x
z c tg c

 
  

 
 

     

  
2

2

2 2

2

1
2 11 1

1
1 1

1 1
2

 

باشند  xانتگرال شامل توان های کسری از متغیر(اگر 3

آن را می توان با تغییر متغیر 
nx z حل کرد که در آن

n.کوچکترین مضرب مشترک مخرج توان هاست 

مثال: حاصل انتگرال 
dx

x x
 4

 را بدست آورید؟

,ها  xتوان های متغیر 
1 1

4 2
است که بین   

1

2
و  

1

4
 ،

xاست سپس تغییر متغیر 4کوچکترین مضرب مشترک  z 4
   

 می گیریم.

4 3

3 3

24 4 44

2

2

4 4

4

4 4

1
4 4 ( 1)

1 1

4 ln 1
2

4 ln 1
2

x z dx z dz

dx z dz z dz

z zx x z z

z dz
z dz

z z

z
z z c

x
x x c
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(روش جزء به جزء را قبلاا با جدول برای توابعی چند 4

یا تابع نمایی ضرب شده باشد  cosیا sinجمله ای که در

حل کرده اید حالا می خواهیم روش جزء به جزء را برای 

در تابع نمایی یا انتگرال مانند   cosیا sinضرب توابع 

1 1sin tanxdx xdx 

  بدست آوریم. در این روش از  ...یا

udvفرمول زیر استفاده کرده uv vdu  ر این روش ضرب د

را  dvو دیگریuدو تابع خواهیم داشت که باید یکی را 

بگیریم برای انتخاب درست آن تابعی که انتگرال گرفتن 

 می گیریم.uو دیگری را dvاز آن آسان تر است را 

tanمثال: حاصل انتگرال xdx


1

 را بدست آورید؟ 

tو dxدو تابع   a nx1
dxداریم که انتگرال گرفتن از 

tanازراحتر x1
tanاست پس  ,u x dv dx 1

 

1

2

1
tan

1

ل را گ ت ان

ق ت ش م

dv dx v x

u x du dx
x



  

  


 

tan tan tan ln
dvu

x
x dx x x dx x x x c

x

         
 

1 1 1 2

2

1
1

1 2
 

cosxeمثال: حاصل انتگرال  xdxرا بدست آورید؟ 

cos sinق ت ش م

ل را گ ت xان x

u x du xdx

dv e dx v e
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sin

cos cos

sin cos sin cos

cos cos sin

cos cos cos sin

cos cos sin

x

x x

x x x x

u x

dv e dx

x x x

x x x x

x x x

e xdx e x

e xdx e x e x e xdx

e xdx e x e x

e xdx e xdx e x e x

e xdx e x e x





  

    

  

   

  



 



 



2

1

2

 

: به طور کلی از این روش جزء به جزء وقتی نکته

استفاده می شود که تابع زیر انتگرال به صورت ضرب دو 

تابعی باشد که هیچ کدام از آن دو با مشتق گرفتن به 

 صفر نمی رسد.

در محاسبه انتگرال هایی که تابع زیر انتگرال شامل -5

aیرعبارتهای نظ x2 2
xو یا  a2 2

aو یا   x2 2
هستند 

 را با تغییر متغیر های زیر حل می شود.

 sina u u a t  2 2
 

secu a u a t  2 2
 

tana u u a t  2 2
 

بدیهی است با توجه به تغییر متغیر های رو به رو در 

پایان محاسبات با عبارات مثلثاتی سرو کار خواهیم 

داشت و نیاز به محاسبات مثلثاتی داریم برای سادگی 

می محاسبات با در نظر گرفتن مثلث های قائم الزاویه 

 توان محاسبات را به سادگی انجام داد.

: این نوع انتگرال ها را نباید با سه نوعی نکته مهم

که قبلاا گفته شد اشتباه بگیرید. در سه نوع انتگرالی 
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که قبلاا گفته شد شکل کلی انتگرال فقط باید به همان 

 :صورت باشد یعنی به سه حالت رو به رو

du u
Arctg c

a u a a
 

 2 2

1
 

sin
du u

Arc c
aa u

 


 2 2
 

sec
du u

Arc c
a au u a

 


 2 2

1
 

گونه تغییر در شکل تابع زیر در غیر این صورت با هر 

انتگرال نمی توان از این سه فرمول استفاده کرده و 

 باید با روش گفته شده در بالا حل شود.

xمثال: حاصل  dx
 را بدست آورید؟21

 

1

2 2 2 2

1 2

1sin sin sin

                   dx=cost dt 

1 1 sin .cos cos .cos cos

1 1 1 1
sin 2 2sin cos

2 2 2 2

1
sin 1

2

x t x t t x

x dx t tdt t tdt tdt

t t c t t t c

x x x c





    

    

   
        

   

   

    

 

از مثلث قائم  x به tبرای برگرداندن تغییر متغیر

 الزاویه استفاده می کنیم.

مثال: حاصل انتگرال
x dx

x


2

29
 را بدست آورید؟ 
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1

2 2

2 2

2

2

3sin sin sin
3 3

3

9sin .3cos sin .cos
27

9 9sin 9 1 sin

27 sin .cos

3 cos

9 1
9 sin sin 2

2 2

x x
x t t t

dx costdt

t tdt t tdt

t t t

t tdt

t

tdt t t c

    



 
 



 
    

 

 





 

2
1

1 2

2 2 2

2 2 2

2

9 1 9 9
.2sin .cos sin .

2 2 2 3 3 3

9
sin 9

2 3 9

3 (?)

9 (?) 9 (?)

9
cos

3

x x x
t t t c c

x x
x c

x

x x

x
t





  
            

 
    

 

 

    




 

xمثال: حاصل انتگرال x dx
2  را بدست آورید؟ 225
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1

2 2

2 2

2
2 2

2

2

5sin sin sin
5 5

5

25sin . 25 25sin .5cos

125 sin . 1 sin .cos

125 sin .cos 125 sin .cos

125
2sin .cos

4

125 125 1 1
sin 2 ( sin 4 )

4 4 2 4

125 1
sin 4

8 4

x x
x t t t

dx costdt

t t tdt

t t tdt

t tdt t t dt

t t dt

t t t c

t t

    



 

 

 



 
    

 

 
  

 





 





3 3

3 3

2 2
1 3 3

sin 4 4sin cos 4sin cos

125 1
(4sin cos 4sin cos )

8 4

125 1 25 25
sin 4 ( ) ( )

8 5 4 5 5 5 5

c

t t t t t

t t t t t c

x x x x x
c



 

 
    

 

   
     

  
  

(?)

(?)

?

cos

x

x

x

x
t

 

 

 




2 2 2

2 2

2

2

5

25

25

25

5

 

 

cosx: حاصل1تست dx


 2

0
 کدام است؟ 1
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2 د(      2 ج(      2 ب(       1 الف( 2 

حل: با استفاده از اتحادهای زیر می توان رادیکال را 

 در جلوی انتگرال حذف کرد.

2 2

22 2

0 0

2

0

1 cos2 1 cos2
cos sin

2 2

1 cos 2cos
2

2 cos 2 2 sin 2
2 2

0

2 2 sin sin 0 2
4

x x
x x

x
xdx dx

x x
dx

 

 



 
 

 

 

 
   

 

 



 

 گزینه ب صحیح است.

: اگر2تست
2

sin
( )

1 tan

x
F x

x



  باشد حاصل( ) ( )F F


 

3

4
کدام 

 است؟

 الف(
1

2
 ب(      

1

4
 ج(       

1

2
 د(      

1

4
 

حل:

tan
cos

sin sin sin

tan
coscos

sin cos sin cos

sin cos

( ) ( ) cos cos

x
x

x x x
dx dx dx

x
xx

x xdx x xdx

xdx x c

F F
 

 



 


 


   

 
   

  

 



2

2

1
1

2

2

111

1
2

2

1 1 1
2 2

2 2 2

3 1 1 3 1
2

4 4 4 2 4

 

 گزینه د صحیح است.

: حاصل3تست
1

0
1x dx کدام است؟ 
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 ب(      1 الف(
1

2
 د(       -1 ج(       

1

2
 

2
1 1

0 1 1

0 0

1 1
1 ( 1)

02 2

x x x
x dx x dx x   

         

 صحیح استحل: گزینه ب 

: حاصل 4تست
sin

sin

x

x



 2
40

2

1
 کدام است؟

 الف(


4
 ب(       



2
 1 د(       ج(       

 حل:

4 2 2

2

2

2

sin 2 2sin cos

1 sin 1 (sin )

sin

12sin cos

tan(sin ) 2
4

0

x x x
dx dx

x x

u x du

udu x xdx

Arctgu Arc x




 
 

 




  

 


 

 گزینه الف صحیح است.

ln: اگر 5تست
x

dx
A

e



1

01
 کدام است؟ Aباشد مقدار 

 الف(
e

2
 ب(      

e 

1

1
 ج(      

e

e 

2

1
 د(       

e

e 1
  

 حل:
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ln ln( )

ln( ) ln ln ln

ln

xx

x x x

x

x

x

u edx e dx

e e du e dx

e dx

e

du
u e

u

ee

e e

e

e



 







  
  

   


 



      

     







 





1 1

0 0

1

0

1

1 1

1

1
1

0

1 2 2
1 2

1 1
1

2

1

 

 گزینه ج صحیح است.

: حاصل 6تست
x

dx
x 

4
1

20 1
 کدام است؟

 الف(



1

3 4
 ب(   




1

3 4
 ج(   




2

3 4
 د( 


 

2

3 4
 

  

 

x x x
dx dx dx

x x x x

x x
dx

x x

x
x dx dx x Arctgx

x



  
   

   

 


 

  
       

  

   

 

 

4 4 4
1 1 1 1

2 2 2 20 0 0 0

2 2
1 1

2 20 0

3
1 1

2

20 0

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1

1 1

11 2
1

01 3 3 4

 

 حل: گزینه د صحیح است

2: شیب تابعی برابر با7تست

4

1

dy
x

dx x
 


است. اگر تابع  

xاز مبدا بگذرد، مقدار تابع در نقطه  1کدام است؟ 

 الف( 
1

2
 ب(       2  ج(    2 2                )د  

1

2
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تابع را خواسته باید ابتدا حل: در این تست چون مقدار 

تابع اصلی را بدست آوریم برای این کار از مشتق داده 

شده انتگرال می گیریم و برای کران های آن چون تابع 

می خواهیم بدست  1xاز مبدا می گذرد و مقدار آن را در

 آوریم کران های 

 می گذاریم. 1و  3آن را 

2
1 1 1

2 20 0 0

1 14
4 4

0 01 1 2

dx x
x dx xdx Arctgx

x x

 
     

  
   

1 1
4

2 4 2


    

  گزینه الف صحیح است.

: اگر8تست
1 2 1

(1) 2,           ( )
2 1

x
f f x

x

 
 


 xf)(باشد حاصل 

 برابر است با...

x الف(  2 1 x ب(                            2 2 2 1      

x ج( x 2 x د(                          1 x  2 2 1 1 

 حل: گزینه ج صحیح است.

 

 

 

1

2

11

22

1

12

2

1 2 1 1 2 1
2 1 1

2 1 2 1 2 1

2 1 1 1
2 1 2 1

2 2 2

1
2 1 2 1

12

2

( ) 2 1 (1) 2 2(1) 1 1 2 0

( ) 2 1

x x
dx dx dx x dx dx

x x x

u x
x dx dx u du x c

du dx

u
x c x x c x x c

f x x x x f c c

f x x x
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: حاصل9تست
2

0
cos 2x xdx



 کدام است؟ 

 الف(


4
 ب(                 



2
 2 د(                  ج(                  

 حل: به روش جزء به جزء

 

 

2 1 1 1
sin 2 2 cos 2 2 sin 2

02 4 8
x x x x x

      
        

     
 جواب 

 

2

2

1 1 1
sin cos 2 sin 2

02 2 4

1 1 1
sin 2 cos 2 sin 2 0

2 2 4 2

x x x x x



    

 
   
 

 
     
 

 

 صحیح است گزینه ب

حاصل انتگرال -13تست
 

3
20

sin

1 cos

x
dx

x




 کدام است؟ 

 الف(
1

3
 ب(        

2

3
 ج(      

6

1
 1 د(       

 گزینه ج صحیح است.:حل

cos2x 2x  

1
sin 2

2

1
cos 2

4

1
sin 2

8

x

x

x





 

2

2

0

x 
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3 3
2 20 0

1
2 23 3

0 0

1 cossin sin
       

sin1 cos 1 cos

1 1
     1 cos sin 3

1 1 cos
0

1 1 2 1 4 3 1
    

1 cos0 3 2 6 6
   1 cos

3

u xx xdx
dx

du xdxx x

u
x xdx u du

u x

 

  




 

  
  

  

         
 


     




 

 
 

 

 کاربرد انتگرال در محاسبه مساحت و حجم حاصل از دوران

محاسبه مساحت: یکی از کاربردهای انتگرال معین به -1

dxxfفرم 
b

a بدست آوردن ناحیه هایی است که شکل هندسی )(

خاصی را در ذهن ما ندارند. حال اینکه انتگرال معین 

د، مفهوم چرا و چگونه با مساحت و حجم و... ارتباط دار

وسیعی است که از بحث این جزوه خارج است. در این جزوه 

فقط فرمول ها و روش محاسبه مساحت و حجم را توضیح 

خواهیم دارد. با توجه به نمودارهایی که در زیر رسم 

شده است می توان گفت نمودار هر تابع در فاصله با 

محورهای مختصات شکل هندسی خاصی را بوجود می آورد که 

کمک انتگرال می توان مساحت، حجم، را به صورت عددی به 

 محاسبه کرد.

yها یا  xحتی بعضی مواقع ممکن است نمودار تابع محور

را در دو یا چند نقطه قطع کند. در این صورت همان طور 

که در نمود ار شکل زیر نیز دیده می شود می توان برای 

محاسبه مساحت کل، شکل را تکه تکه کرده و مساحت هر 

قسمت را جداگانه بدست آوریم، سپس حاصل را به هم جمع 

 کنیم.

 : هاxمحاسبه مساحت با محور
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)ریشه  xابتدا معادله تابع را مساوی صفر قرار داده و 

ها )اعداد بدست آمده( در xها( را بدست می آوریم اگر 

قرار داشتند با استفاده از فرمول زیر،  bتا aفاصله

انتگرال را جدا کرده و جواب ها را جداگانه محاسبه می 

کنیم ، سپس اعداد بدست آمده را جمع و مساحت کل را 

 نشان می دهند. Aبدست می آوریم و با حرف

فرمول محاسبه مساحت
b

a
dxxfA )(

 

 وaصله بیندر حالتی که اعداد )ریشه ها( در فا :1توجه

b نباشد نیازی به جدا کردن انتگرال در فرمول مساحت

 نمی باشد.

: همیشه مساحت، عددی مثبت است به همین دلیل در 2توجه 

 فرمول بالا انتگرال داخل قدر مطلق نوشته می شود.

xyمثال: مساحت زیر نمودار تابع 2 با محورxدر  ها

فاصله 1,1 را بیابید؟ 

 حل: ابتدا معادله تابع را مساوی صفر قرار داده 

0 2 0 0y x x     

در فاصله 0xچون 1,1  قرار می گیرد باید انتگرال را

در فرمول مساحت جدا کرد )توجه داشته باشید برای جدا 

کردن انتگرال اعداد به ترتیب و از کوچک به بزرگ 

101نوشته می شوند  ) 

1 0 1
2 0 2 1

1 0
1 1 0
2 2 2 2A xdx xdx xdx x x

 
        

  ها: yمحاسبه مساحت با محور-2

باید ابتدا معادله تابع را مساوی  در این حالت نیز

را  yباید، xصفر قرار داده اما این بار به جای محاسبه
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باشند  bتا aبدست آوریم، اعداد بدست آمده اگر بین 

مانند قبل انتگرال را از هم جدا کرده و محاسبه می 

   کنیم.
b

a
dyyfA )( 

x: مساحت محدود به نمودار تابع1تست y 2 yبا محور  1

ها در فاصله  1,0کدام است؟ 

 الف(
1

2
 ب(                 

1

3
 ج(                  

2

3
 د(                 

4

3
 

است پس از فرمول yحل:جدول نمودار تابع بر حسب 

استفاده کرده یعنی باید  هاyمحاسبه، مساحت یا محور

بدست  yو  را مساوی صفر قرار دهیمyتابع بر حسب 

 آوریم.

y y y     2 21 1 1 

در فاصله-1عدد 1,0 خود فاصله داده  1قرار ندارد و عدد

 شده است پس نیازی به جدا کردن انتگرال نیست.

 
3

1
2

0

1 2 2
1

03 3 3

y
A y dy y

  
      

 
 

 گزینه ج صحیح است.

y: مساحت ناحیه محدود به نمودار2تست x 1  5و خطx 

 کدام است؟ها  xبا محور

 الف(
4

3
 ب(                 

8

3
 ج(                 

32

3
 د(                  

16

3
 

 حل: گزینه د صحیح است.
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3

25 3
2

1

5 51 2 16
1 1

3 1 13 3

2

1 0 1 0 1

x
A x dx x

x x x


     

      


 

 کران پایین

 ها: xمحاسبه مساحت بین دو نمودار تابع با محور-3

ابتدا باید محل برخورد دو نمودار را بدست اورده که 

می  bو aاعداد بدست آمده همان کران های انتگرال یعنی 

شود سپس با جایگذاری در رابطه روبرو مساحت بدست می 

 آید.

  
b

a
dxxgxfA )()(

 

 مهم نیست. gو  f: در فرمول گفته شده ترتیب نوشتن توجه

y,مثال: مساحت ناحیه بین دو نمودار x y x  را بدست  22

 آورید؟

باید محل برخورد   bو aحل: ابتدا برای بدست آوردن

 تابع را با مساوی قرار دادن دو تابع بدست آوریم.

 
2

2 2
0

2 2 0 2 0
22

xy x
x x x x x x

xy x

  
         

 
 

   
3

2
2 2 2

0 0
0

2 8 4
2 0 4 0

03 3 3

x
A x x dx

 
        

 
 

x,: مساحت بین دو نمودار تابع 1تست y y x 2 2
xبا محور 

 کدام است؟ها 

 الف(
1

3
 ج(       1 ب(       

3

2
 د(       

3

2
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                     حل:
y x

x x
y x y x

 
 

  

2

2

2
 

  4 4 3
0

0 1 0
1

x
x x x x x x

x


        


  

 
33

1
2 2

0

12 1 2 1

03 3 3 3 3

x
A x x dx x

   
         

  
 

 گزینه الف صحیح است.

x: مساحت ناحیه محدود بین سهمی2تست y 21

2
yو خط  x 2 2 

 برابر است با

 الف(
3

1
 ب(       

7

2
 ج(       

4

9
 د(       

5

2
 

 حل: گزینه ج صحیح است.

  

2 2

2

2

2 2
1

2 2 21
2

2

2 0 2 1 0

2 0 2
  

1 0 1

y x

y y y y
x y

y y y y

y y

y y

 
  

        
  



      

   
 

    

 

 
3 2

2
2

1

21 1 1 1 9
2 2

12 2 2 3 2 2 4

y y
A y y y

   
                
 

2: مساحت محدود به دو نمودار 3تست

1 1
,

1 1
y y

x x
 

 
 

 کدام است؟

Ln الف(

 2

2
Ln ب(   


 2

2
 ج(    Ln


2

4
 د(     

4


Ln 
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 گزینه ج صحیح است.

 2 2 2

2

1

01 11
1 1 0 1 0

1 11 1
,

1

y
xx

x x x x x x x x
xx x

y
x


  

              
   

 

1

20

11 1
1

01 1

2
4

A dx Ln x Arctgx
x x

Ln


 
      

  

 


 

 

 محاسبه حجم

یکی دیگر از کاربردهای مهم انتگرال معین محاسبه حجم 

xfy)(حاصل از دوران )چرخش( نمودار تابع   خطوطax  و

byیا  می باشد 

باشد )یعنی xمحاسبه حجم نمودار تابع وقتی بر حسب-1

)(xfy     حول خطcy  علامت(c ).در نظر بگیرید 

 
2

( )
b

a
V f x c dx  

باشد )یعنی   yمحاسبه حجم نمودار تابع وقتی بر حسب -2

)(yfx  حول خطcy  علامت(c ).در نظر بگیرید 

  ( )
b

a
V y c f y dy 2 

باشد )یعنی  xمحاسبه حجم نمودار تابع وقتی بر حسب -3

)(xfy  حول خطcx  علامت(c ).در نظر بگیرید 

  dxxfcxV
b

a
)(2    

باشد )یعنی  yمحاسبه حجم نمودار تابع وقتی بر حسب -4

)(yfx  حول خطcx  علامت(c ).در نظر بگیرید 
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  dycyfV
b

a

2

)(   

مثال: حجم جسم دواری را پیدا کنید که از دوران ناحیه 

32منحنیمحصور بین  xy محور ،x  0و خطوط هاx 4وx حول

 پدید آید؟ yمحور

y x y x x   
3

22 3 3 2
 

پس  0cسپس0xیعنی خط  yحل: وقتی می گوید حول محور

 داریم.0xو خطxکه تابع بر حسب  3از فرمول 

 
3 5 7

4 4
2 72 2 2

0 0

42 4 512
2 0 2 2 4

07 7 7
V x x dx x dx x


          

تست: حجم جسم حاصل از دوران ناحیه ای محدود به منحنی 

12  xy 2و خطوطx 1وy 1حول خطxکدام گزینه است؟ 

 الف(
3


 ب(       

8

3
 ج(       

2

3
 د(         

3

4
 

 است حل: گزینه ب صحیح

2 21 1 1 0 0y x x x        

  

 

2
2

0

2
3 2

0

4 2 3

2 1 1

2 1

2 8
2

04 2 3 3

V x x dx

x x x dx

x x x
x








  

   

 
     

 




 

 محاسبه حجم ناحیه حاصل از دوران بین دو منحنی

),()(حجم حاصل ازدوران بین دومنحنی-1 xfxg وحول خطcx  

  ( ) ( )
b

a
V x c f x g x dx  2 
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),()(حجم حاصل ازدوران بین دومنحنی-2 yfyg وحول خطcy  

  ( ) ( )
b

a
V y c f y g y dy  2 

),()(حجم حاصل ازدوران بین دومنحنی-3 xfxg وحول خطcy  

   ( ) ( )
b

a
V f x c g x c dx     

 
2 2

 

),()(حجم حاصل ازدوران بین دومنحنی-4 yfyg وحول خطcx  

   ( ) ( )
b

a
V f y c g y c dy     

 
2 2

 

مثال: حجم حاصل از دوران سطح محصور بین منحنی های 

,y x y x 2  را محاسبه کنید؟ها  xحول محور 28

 xتابعی های ,fgپس باید توابع 0yیعنی هاxحل:محور

 باشند و کران های انتگرال بر حسب  yبر حسب

 

2

2 4

2

4 3

8 8
8 8

0
8 0 8 0

2

y x
x x x x

y x y x

x
x x x x

x

 
   

  


       



 

   

 

22 2
2

0

5 2
4

5
2

0 8 0

2 2
8 8

0 05 2

2 32 48
4(2) 0 16

5 5 5

V x x dx

x x
x x dx



 


 

    
  

 
    

 

    
         

   



 

 

 محاسبه مساحت وقتی معادلات پارامتری باشند:-3
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اگر معادله پارامتری به فرم









)(

)(
,

tgy

tfx
bta  باشد

 .از فرمول زیر می توان مساحت را محاسبه کرد

 
b

a
dttgtfA )()( 

تست: مساحت سطح محصور به منحنی 

2

3

1
:

x t
C

y t t

  


 
در 

tفاصله  1  کدام است؟ 1

 الف(
4

15
 ب(       

7

15
 ج(       

8

15
 د(       

11

15
 

 حل: گزینه ج صحیح است.

    
1 1

2 2 2 2

1 1

5 3

1 3 1 3 4 1

13 4 8

15 3 15

A t t dt t t dt

t t
t




     

   


 

 

 محاسبه طول قوس )کمان(-4

xfy)(محاسبه طول قوس وقتی که  باشد 

   dxxfl
b

a 
2

 طول قوس 1)(

yfx)(محاسبه طول قوس وقتی که  باشد 

   dyyfl
b

a 
2

 طول قوس 1)(

تست:طول قوس منحنی y x 
3

2 2
1

2
3

در فاصله  3,0 کدام است؟ 

 12 د(       11 ج(       9 ب(       13 الف(

 حل:
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1

2 2 2 2 2 2 4 22
1 1

2 2 4 2 2 2
2 4

y x x y x x x x x x           

   
3

3 3 32
4 2 2 2

0 0 0

3
1 2 1 1 12

03

x
l x x dx x dx x dx x

 
          

 
   

: اگر منحنی پارامتری باشد طول قوس از رابطه زیر توجه

 محاسبه می شود.

   
2 2( )

, ( ) ( )
( )

b

a

x f t
a t b l f t g t dt

y g t


    


 

تست: طول قوس قسمتی از منحنی 

2cos

2sin

x t

y t





در فاصله

 ta کدام است؟ 

14 ب(       4 الف(       )ج 2   )12 د  

 صحیح است حل: گزینه ج

 
2 22cos ( ) 2sin ( ) 4sinx t f t t f t t       

 
2 22sin ( ) 2cos ( ) 4cosy t g t t g t t      

 2 2

2 2

0 0

4 sin cos

0

: 4sin 4cos 4 1

2 2 2
0

t t

l t tdt dt

dt t

 

 




  

  

 


 

: اکر بخواهیم دسته ای از اعداد که  معرفی نماد

تعداد آن ها قابل شمارش نیست با هم جمع کنیم برای 

استفاده می کنیم به عبارت  خلاصه نویسی از نماد

 دیگر:
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1 2 100 101 1

1

... ... ...n n n

n

a a a a a a a






         

 حدهایی که معنی انتگرال می دهند:

حدهایی به فرم 
1

1
lim

n

n

i

i
f

n n




 
 
 

 معنی انتگرال می دهند

 در واقع

 
1

0 0

lim
n

n

i

i
f f x dx

n




 
 

 
  

 به عبارت دیگر:

1

0

1 1 2 3
lim ...

( )

n

n
f f f f

n n n n n

f x dx



        
           

        

 
 

در رابطه بالا ابتدا باید
i

f
n

 
 
 

را پیدا کرد.  
i

f
n

 
 
 

به شرطی بدست می آید که ابتدا 
n

1
در جلوی حد ظاهر شده 

 باشد معمولاا با فاکتورگیری
n

1
بوجود می آید. برای درک 

 بهتر مثال های زیر را حل می کنیم.

2: حاصل1تست  2 2
lim ...

1 4 2
n

n n n

n n n


 
   

   کدام است؟ 

 الف(
6


 ب(       

3


 ج(       

4


 د(       

2
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پیدا کردن -1حل:
n

1
در جلوی حد، برای پیدا کردن 

n

1
می  

در مخرج کسر فاکتور گرفت، nیا توانی از  nتوان از

با ساده کردن
n

1
 پیدا می شود. 

 2
2 2

2 2

lim ...
1 4 2

1 1
n

n n n

n
n n

n n



 
 
   
    

     
    

 

2 2

1 1 1 1
lim ...

1 4 2
1 1

n
n n

n n



 
 
    
    

     
    

 

پیدا کردن-2
n

i
 : 

n

i
ها معمولاا از عبارت هایی بدست می  

باشند به nیا توانی از  nآیند که مخرج کسر آن ها

جای پیدا کردن
n

i
های می توان 

n

1
و 

n

2
را در جلوی حد  

 پیدا کرد.

     در کسر اول:
2

2

1 1 1
:

1 11 1
n

n n


    
 

  

 در کسر دوم:

     
2

2

2 1 1
:

4 21 1
n

n n
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پیدا کردن تابع : اگر در کسرها به جای-3
n

1
یا  

n

2
 ،x

 بدست می آید:xf)(قرار دهیم 

1

20

1
tan

01 4

dx
Arc x

x


 

  2

1
( )

1
f x

x
 


 

: حاصل حد 2تست  

3
lim 1 ...

3 6 3 1
n

n n n

n n n n n


 
    

     

 کدام است؟

 ج(       6 ب(       2 الف(

2

3
 3 د(       

حل: در تست بالا 
n

1
جلوی حد ظاهر شده است باید

n

i
را  

را بدست آوریم بهتر است  xf)(پیدا کنیم و تابع

 در مخرج کسر فاکتور بگیریم.nدوباره از 

3
lim 1 ...

3 6
1 1

n

n n

n
n n

n n



 
 
   

    
     

    

 

n

1
 و 

n

2
 از مخرج کسرهای اول و دوم خارج می شوند.، 

1 3 1
1 3

i
i

n n n n

 
      

 
 کسر اول، 

2 6 2
2 3

i
i

n n n n

 
      

 
 کسر دوم
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1 1
( )

1 3 1 3
f x

x x
 

 
 

 
11

2

0

12
3 1 3 3 1 3 2

03
x dx x

  
     

 
  

 

: حاصل حد3تست
cos( 1)

lim 1 cos ...
2 2 2

n

n

n n n

  


 
   

 
 

 کدام است:

 الف(
2


 ب(       



2
 1 د(       2 ج(       

     حل:



2
 

   کسر اول
1

2 2n n

   
  

 
 

   کسر دوم
2 2

2 2n n n

    
   

 
 

   کسر سوم
3 3

2 2n n

   
  

 
 

جواب                     cos
2

f x x


   

 

 

1

0

12
cos sin sin 1

02 2 2 2 2
xdx x

    


     

 گزینه د صحیح است.

 



 

189 
 

محاسبه مقدار متوسط توابع بوسیله انتگرال معین 

 )مقدارمیانگین(

 

عدد 

b

a
dxxf

ab
)(

1
 fرا مقدار میانگین یا متوسط تابع

روی فاصله  ba,.می نامند 

2تست: مقدار متوسط تابع

1
( )

1 4
f x

x



را در فاصله 

1
0,

2

 
 
 

 کدام گزینه است؟ 

 الف(
2


 ب(       

4


 2 د(        ج(       

 حل: گزینه ب صحیح است.

 

1 1

2 2
2 20 0

1 1 1
2

1 1 4 1 20
2

x x


 
 

 قدار متوسط=   م

1 1

2 2
2 20 0

1 2
2 2

2 1 (2 ) 1

1

(2 ) 1 02
4

0

du
dx Arctgu

x u

Arctg x Arctg Arctg


   
 

   

 

 

در قضیه مقدار  c: بعضی مواقع گفته می شود عددتذکر

میانگین انتگرال را بدست آورید. در این حالت باید با 

را بدست آورده و cf)(استفاده از تابع داده شده 

مساوی عبارت

b

a
dxxf

ab
)(

1
 قرار دهیم. 
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تست: عدد حقیقی در قضیه مقدار میانگین برای انتگرال

x
dx

x




2
5

21

1
 است؟ کدام

 ج(      3 ب(      5 الف(
2

5
 د(       

3

7
 

حل: 

2
5

2 21

51 1 1 1 1 4
( ) 1

14 4 5

c
f c dx x

c x x

    
        

   
 

c
c c c c

c


        

2
2 2 2

2

1 4
4 5 5 5 5

5
 

5c   چون باید در فاصله قابل قبول نیست 5,1 

 گزینه الف صحیح است.باشد.

 

بدست اوردن کمترین وبیشترین مقداربرای انتگرال ) 

 بدون محاسبه انتگرال(

با استفاده از رابطه زیر می توان بیشترین و کمترین 

مقدار را برای
b

a
dxxf  بدست آورد. )(

     
b

a

m b a f x M b a    

: در حالی که در فاصلهتوجه ba,  مشتق تابع همواره

 مثبت یا همواره منفی باشد.









)(

)(

afm

bfM
 مشتق مثبت
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)(

)(

afM

bfm
 مشتق منفی

تست: اگر
3

3

1
3I x dx  باشد کمترین مقدارI  کدام

 است؟

 4 د(       3 ج(     10 ب(      20 الف(

  حل:

2
3

3

3
( ) 3 ( ) 0

2 3

x
f x x f x

x
    


 

( ) (1) 3 1 2m f a f      همواره مثبت 

( ) 2(3 1) 4m b a   کمترین مقدار تابع 

 گزینه د صحیح است.

 

 مشتق انتگرال:

با استفاده از رابطه زیر می توان مشتق انتگرال را 

را انتگرال  ,abوقتی به جای اعداد 
b

a
dxxf تابعی از )(

 قرار دهیم بدست آورد.

     
v

u

f t dt v f v u f u

 
   

 
 

dttxfتست: اگر
x

x 


3

2 1

2 f)1(باشد حاصل  )(1  کدام

 است؟

223 الف(    )232 ب    )232 ج    )223 د  

 حل: گزینه الف صحیح است.
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2

2 3 2 2( ) 3 ( ) 1 2 1 1 (1) 3 2 2f x x x x x f        

 

حدهایی که جلوی آنها انتگرال داشته باشیم به گونه ای 

که بعد از جایگذاری عدد در حد حالت  
0

0
)مبهم ( بوجود 

 آید:

روش محاسبه حد: برای محاسبه حد باید مشتق صورت و 

مخرج کسر را جداگانه بدست آوریم و این کار را تا 

جایی ادامه دهیم که حالت 
0

0
را  xاز بین رود سپس دوباره

 جواب بدست آوریم. در حد قرار داده و

: حاصل 1تست 

sin
lim

x

x

t dt

x



2

0
0  کدام است؟3

 الف(
3

2
 ب(       

3

1
 د(       1 ج(       

6

1
 

، صفر قرار دهیم، صورت و مخرج کسر xحل: اگر به جای

 همزمان صفر می شود.

0

0
0 sin 0x tdt   

2

2

2 sin 0
lim

3 0

x x

x
    

0

2cos 2
lim

3 3
x

x
  0

2sin 0
lim

3 0
x

x

x
   

: حاصل حد2تست

2

0 3 40

1
lim

1

x

x

t
dt

x t


 ...برابر است با 
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 ج(       1 ب(       صفر الف(
3

1
 د(       

8

1
 

 صحیح است حل: گزینه ج

 

2
0

4 40 0

0 3

2

24

0 02 2 4

01 1lim
0 0

1
11lim lim

3 33 1

x

H

x

x x

t t
dt

t t

x

x
xx

x x x
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 فصل نهم:

انتگرال ناسره، همگرایی و واگرایی آن  -توابع هذلولی

 محاسبه گشتارو، جرم و مرکز ناحیه ای -ها

 

 توابع هذلولی )هیپربولیک(

از ترکیب توابع نمایی با یکدیگر توابع جدیدی بوجود 

خاصیتی شبیه به توابع مثلثاتی دارند و به می آیند که 

همین دلیل ان ها را با نمادهایی مانند نمادهای 

 مثلثاتی نشان می دهند.

1) sinh            
2

x x

sh sh

e e
y x shx D R R

  
     

 
 

 2) cosh             , 1,
2

x x

ch ch

e e
y x chx D R R

  
      

 
 

3) tanh          
x x

x x
thx thx

shx e e
y x thx D R R

chx e e





 
      

   
 

 

4) coth                   

0

x x

x x

cthx cthx

chx e e
y x cthx

shx e e

D R R R






   



 
   

 

 

از روابط زیر استفاده می توان ,thxcthxتذکر: برای 

 کرد.
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2 2

2 2

1 1

1 1

x x

x x

e e
thx cthx

e e

 
 

  

ln): مقدار عددی 1تست )th  کدام است؟3

 ب(                 2 الف(
2

1
 د(                 1 ج(                

3

1
 

 حل: گزینه ب صحیح است.

 
2ln 3

2ln 3

1 1
ln 3

21

e
th

e


 

 

: ساده شده عبارت2تست
1

ln
1

thx

thx





 کدام است؟ 

x ج(                 x2 ب(                 x الف(
2

1
 1 د(                

 حل: گزینه الف صحیح است.

2 2

2 2
2

2

22

1 2
1

1 1ln ln ln ln
21

1
11

x x

x x
x x

x

xx

e e

e e e e x
e

ee




    





 

تست: مقدار ln sincth x وقتی
4


x : 

 3 د(               -3 ج(               -2 ب(                1 الف(

 صحیح است گزینه ج
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2ln sin 2

2ln sin 2

2

2

1 sin 1
(ln sin )

1 sin 1

2 2 31 12 4 2 3
2 1

2 1
1 4 2

2

x

x

e x
cth x

e x

 
 

 

 
   

 
    

  
  

 

 

1 2
5) sec ( )

cosh
sehxx x

sehx

y hx D R R
x e e

    


 

 sec 0 1h : مثال 

 csc
csc

1 2
6) csc

sinh

( 0 , )

x x

hx
hx

y hx
x e e

D R R R


  



  
 

2

2
:csc (1)

1

e
h

e



 مثال

 تعریف نشده است.csch)0(: تذکر

 اتحادهای توابع هذلولی

 

 

2 2

2 2

2

1) 1

2)

3)

4) 2

2 1
5)

2

ch x sh x

sh x y shxchy chxshy

ch x y chxchy shxshy

ch x sh x ch x

ch x
sh x
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2 2 1
6)

2

7)
n nx

ch x
ch x

chx shx chnx shnx e




   
 

  nxn
eshnxchnxshxchx )8 

 کتاب مطالعه شود. 423بقیه اتحادها را در صفحه 

 مشتق توابع هذلولی

 

 

 

2

2

1)

2)

3) 1

4) 1

y shu y u chu

y chu y u shu

y thu y u th u

y cthu y u cth u

    

    

     

     

 

: مشتق عبارت1تست 2

3

shxchx   4در نقطهlnx کدام

 است؟

 الف(
16

3
   )ب 

8

3
       )ج 

4

3
       )د 

2

3
 

 الف صحیح است.حل: گزینه 

 

 

3 3 33 ln 4
2 2 22

3

2

3 3

2 2

3 1 3 1 3

2 2 8 16
4

x x

chx shx e y e e


 

      

  
     

sh: مقدار مشتق2تست x ch x2 2
کدام  2lnxدر نقطه 

 است؟

 الف(
2

15
 ب(       

4

15
 ج(       

2

3
 د(       

4

3
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 صحیح است گزینه ب

2 2

2ln 2 2ln 2

2 2 2

1 15
2 4

2 4 4

sh x ch x ch x y sh x

e e

   

 
    

 

 

 انتگرال توابع هذلولی

1) shudu chu c  

2) chudu shu c  

 23) 1 th u du thu c   

 24) 1 cth u du cthu c   

 :         مثال
2 2 21 1

2
2 2

xshx dx xshx dx chx c    

: حاصل1تست

ln dx

ch x
2

20 2
 کدام است؟ 

 الف(
17

15
 ب(       

34

15
 ج(       

15

34
 د(       

15

17
 

حل: ابتدا تابع جلوی انتگرال را با اتحادها ساده 

 کرده
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2 2

2

2 2

4
ln 2

04

4ln 2

4ln 2

1
sec 2 1 2

1
1 2 1 2 2

2

ln 21 1 1
2

02 2 1

1 1 15
0

2 1 34

x

x

h x th x
ch dx

th x dx th x dx

e
th x

e

e

e

  

   

 
   

 

  
       

 

 

 است گزینه ب صحیح

: حاصل 2تست

sh x
dx

x


4

1
 است؟کدام 

21 الف( chch               )21 ب shsh  

 ج( 122 chch            )د  212 shsh  

 حل:

 

4

1

41
2 2

12 2

2 2 1

sh x
u x du dx dx ch x

x x

ch ch

    

 


 

 

 توابع هذلولی معکوس

   1 1

1 21) ln 1
sh x sh x

y sh x x x D R R
 

      

 
    1 1

1 22) ln 1

1, , 0,
Ch x Ch x

y Ch x x x

D R
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  1 1

1 1 1
3) ln 1,1 ,

2 1 th x th x

x
y th x D R R

x  

 
    


 

    1 1

1 1 1
4) ln

2 1

, 1 1, ,
cth x cth x

x
y cth x

x

D R R
 

 
 



     
 

: حاصل عبارت1تست 1ln  xx  با کدام گزینه برابر

 است؟

xsh الف( 1
xsh ب(                1

2

1 
  

xsh ج( 12 
xsh د(               1

 

xshاگر در تعریفحل:  1
قرار دهیم  x ،xایجبه  

حاصل به صورت 1ln  xx  می شود 

 گزینه د صحیح است.

   
2

1 ln 1 ln 1sh x x x x x  
      

 
 

 مشتق و انتگرال توابع معکوس هذلولی:

 

1

2

1 2 2

2 2

1) ,
1

ln

u
y sh u y

u

du u
sh c u u a c

aa u






  



     




 

1

2

1 2 2

2 2

2) ,
1

ln

u
y ch u y

u

du u
ch c u u a c

au a
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1

2

1

2 2

3) ,
1

1 1
ln

2

u
y th u y

u

du u a u
th c c

a u a a a a u






  




   

 
 

1

2 2 2

1

4) ,
1

1 1
ln

2

u du
y cth u y

u u a

u a
cth c

a a u a






  

 

 
  




 

1

2
5) sec

1

u
y h u y

u u

 
  


 

1

2
6)

1

u
y csh u y

u u

 
  


 

 

تست: حاصل

2

20 4

dx

x کدام است؟ 

01  الف( 11   shsh    )01 ب 11   thth 

  ج( 01
2

1 11   shsh   )د  01
2

1 11   thth 

 حل: گزینه د صحیح است.

 
dx x

th th th
x

    


2
1 1 1

20

21 1
1 0

04 2 2 2
 

 انتگرال های ناسره )غیرعادی(

در انتگرال معین به فرم
b

a
dxxf اگر به جای فاصله )(

 ba, یکی از فاصله های a,  و یا ,aو یا

  را بکار ببریم انتگرال را انتگرال ناسره می  ,
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نامند که به فرم های


 a

a

dxxfdxxf و )(,)(





dxxf  نوشته می شوند. )(

 همگرایی و واگرایی انتگرال ناسره

اگر جواب انتگرال ها بالا یک عدد ثابت بدست آید 

اصطلاحاا انتگرال را همگرا می نامند، اما اگر جواب 

شود انتگرال ناسره را اصطلاحاا واگرا می  انتگرال

 نامند.

در حالتی که انتگرال به فرم  توجه مهم:



dxxf )(

 باشد باید آن را به صورت زیر از هم جدا کنیم.

 ( ) ( )
a

a
f x dx f x dx f x dx

 

 
    

( هر دو با هم همگرا باشند 2( و )1اگر انتگرال های )

انتگرال



dxxf  نیز همگرا خواهد بود. )(

dxeتست: مقدار انتگرال
xa








 کدام است؟ 

   a2ب(همگرا به        aالف(همگرا به

ج(همگرا به
a

2
 د( واگرا        

حل: چون جلوی انتگرال تابع قدر مطلق داریم ریشه 

عبارت قدر مطلق را بدست آورده و انتگرال را جدا می 

 کنیم.

0

0 0

aa x a x a x ax axe dx e dx e dx e dx e dx
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01 1 1 1 2

0

ax axe e
a a a a a


 

   


 

تست: حاصل

dx

x x



   2 4 5
 کدام است؟ 

 د(       3 ج(       2 ب(        الف(
4


 

 است. 0می باشد که 2حل: مخرج کسر تابع درجه 

 

 

2 2
22

2

4 4
4 5 5 2 4 5

2 2

2 1

x x x x

x

   
            

   

  

 

   

   

0

2 202 1 2 1

0
2 2

0

dx dx

x x

Arctg x Arctg x




 

   


   



 

 

   (2) ( ) ( ) (2)

2 2

Arctg Arctg Arctg Arctg

 


     

  
 

محاسبه انتگرال، : بعضی مواقع می توان بدون توجه مهم

همگرایی یا واگرایی انتگرال ناسره را مشخص کرد به 

نکات زیر توجه کنید) برای حالتی که یک طرف )بالای 

 باشد(:  انتگرال(

در حالتی که تابع جلوی انتگرال کسری باشد و عبارت  -1

ها در صورت و مخرج کسر چند جمله ای باشند به اختلاف 

توان ها )بزرگترین توان( در صورت و مخرج نگاه کنید 
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اختلاف توان( باشد انتگرال همگراست و اگر )1اگر )

1ل واگراستاختلاف توان( انتگرا 

 تست: کدامیک از انتگرال های زیر همگراست؟

 الف(
0

1
dx

x



  )ب 
30

1x
dx

x

 


  

 

 ج(
20

dx

x x




  )د 

 
30 21

dx

x




 

اختلاف توان صورت و مخرج بزرگتر از  )د(حل: فقط گزینه 

 یک است.

 Lnممکن است در مخرج کسر عبارت: بعضی مواقع 1تذکر 

یا عبارت های نمایی در کنار چند جمله ای باشد برای 

را در Lnتعیین همگرایی یا واگرایی عبارت نمایی یا 

) در توضیح قبلی( حل  1نظر نمی گیریم و مانند نکته 

 می شود.

 تست: کدام انتگرال واگراست؟

 الف( 21 1 x

dx

x e




       )21 ب ln

dx

x x



  

 ج(

2

2 6

1

16

x
dx

x

 


       )د  22 ln

dx

x x



 

 حل: گزینه ج صحیح است.

 :2تذکر  


2 ln
p

xx

dx
 باشد انتگرال همگراست. 1pاگر 
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انتگرال  :3تذکر 


a px

dx
واگرا و به ازای 1pبه ازای

1p 1(1همگرا به مقدار(

1
 pap

 است. 

همراه با توابع چند xcosیا xsin: اگر تابع 4تذکر 

جمله ای بیاید می توان برای تعیین همگرایی یا 

sinواگرایی تابع  x وcosx گیرید و فقط توابع نرا در نظر

چند جمله ای را با نکات گفته شده تعیین کرد مانند


 

2

cos2

x

x
حذف و اختلاف توان صورت و  را xcosکه 

3است پس واگراست و در 1مخرج کمتر از  21

1 4sin 2x

x x

 


 

sinمیتوان  2xحذف و چون اختلاف توان صورت و مخرج را

 است پس همگراست. 1بیشتر از 

یکی دیگر از انواع انتگرال ناسره )غیرعادی( -2

عدد ثابت باشند  ,abهاانتگرال هایی هستند که در ان 

یا یک  bیاaولی تابع جلوی انتگرال در یکی از اعداد 

تعریف نمی شود )مثلاا اگر تابع کسری باشد  ,abعدد بین

یا یک عدد بین آنها، مخرج کسر را صفر  bیاaاعداد 

 شود انتگرال واگراست. می کند( اگر جواب انتگرال

واگرا

3

1

3
ln 1 ln 2 ln0 ln 2

11

dx
x

x
       

: 
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   مثال:

1
1

1 23 3
2

1 0

3
2 2 3 2 0 2 3

1 0
1

2

dx x
x dx x

x






     



  

2 2 2
5 3 5

1 1 3

3 5

1 3

2 2

2 2 2

3 3 3

3 3
1 1

3 3

3 5
3ln 3 3ln 3

1 32 2

x x x x x x
dx dx dx

x x x

x dx x dx
x x

x x
x x x x

  
 

  

   
        

    

   
            
   

  

 

 

تعریف گاما  )(x 

1

0
1) ( ) x nn e x dx


    

2 2 1

0

1
2) ( )

2

x nn e x dx


    

3) ( ) ( 1)!n n   

1
4) ( )

2
  

5) ( 1) ( )n n n    

3 1 1 1 1
: 1

2 2 2 2 2 2




     
            
     

 

dxexتست: حاصل x2

0

4 


 کدام گزینه است؟ 

 الف(









2

3

4

1
 ب(   










2

1

8

1
 ج(   










2

1

4

3
 د(   










2

1

8

3
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 باید  2حل: طبق حالت 

2

5
412  nn 

 
1 1 5 1 3 1 3 3

1
2 2 2 2 2 2 2 2

3 1 3 1 1 3 1
1

4 2 4 2 2 8 2

n
     

              
     

     
            

     

 

 گزینه د صحیح است.

 انتگرال های مهم 

جواب سه فرمول نوشته شده از طریق همان روشی که در 

 بالا برای توابع گاما گفته شد استفاده می شود.

 الف(
2

0 2

xe dx


  )ب 
22

0 4

xx e dx


  

 ج(
0

xe dx

x





  

 محاسبه جرم میله، مرکز ناحیه ای و گشتاور جرم میله

 

: جرم در واحد طول را چگالی خطی می تعریف چگالی خطی

 .نشان می دهند نامیم و آن را با نماد 

طول میله :L گشتاور جرم میله نسبت به مبدا:محاسبه 


L

dxxxM
0

)( 

  محاسبه مرکز جرم میله:

Mگشتاور جرم میله=  mجرم کل میله 
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0

0

( )

( )

l

l

x x dx
x

x dx








 

 

متر در هر نقطه دلخواه  3تست: چگالی میله ای به طول 

xxاز رابطه  21)(  محاسبه می شود جرم کل گشتاور و

 مرکز جرم به ترتیب از راست به چپ کدامند؟

 الف(
15

,22 / 5 ,12
4

m kgm kg 

 ب(
15

,22 / 5 ,12
8

m kgm kg  

 ج(
15

,22 / 5 ,10
4

m kgm kg  

 د(
15

,22 / 5 ,10
8

m kgm kg 

 گزینه ب صحیح است.

  گشتاور جرم میله  
3

0
1 2 22 / 5M x x dx kgm   

   جرم کل میله 
3

0
1 2 12m x dx kg   

22 / 5 15

12 8

M
x

m
   

 ناحیه ای مسطح در صفحه R : اگرمحاسبه مرکز ناحیه ای

xy باشد مرکز جرم آن نقطه ای است نظیر ,A x y  به

و  ورقه همگن با چگالی سطحی ثابت Lعبارت دیگر اگر
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xfy)(محصور به  در فاصله ba, باشد و ,x y  مختصات

 مرکز ناحیه ای باشد داریم:

21
( )

2

( )

b

a

b

a

f x dx

y
f x dx





    






b

a

b

a

dxxf

dxxxf
x

)(

)(

 

همگن است مرکز ثقل همان  L: در حالتی که ورقه1تذکر 

 مرکز ناحیه ای است.

دارای محور تقارن باشد مرکز ثقل  L: اگر ناحیه2تذکر 

 و مرکز ناحیه ای روی محور تقارن قرار دارند.

در منحنی های 
2 2 2 2, , ,y ax b y ax y ax b y ax       

 محور تقارن است. yمحور

درمنحنیهای 

, , ,x ay b x ay x ay b x ay       2 2 2 2
محور 

x.محور تقارن است 

تست: مرکز ناحیه ای بین سهمی
24 xy  و محورxها 

 کدام است؟

 الف(







4,

8

5
 ب(   








4,

5

8
 ج(   








0,

8

5
 د(   









5

8
,0 

 حل: گزینه د صحیح است.
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2
2

2

2
2

2

0 2

32 256
4

83 15
321 256 5

4
32 15

8
0,

5

y x

x dx

y

x dx

A





   


 

  
  


 
  
 



 

چون در منحنی
24 xy  محورyمحور تقارن است طبق  ها

مرکز ناحیه ای روی محور تقارن قرار می گیرد  2تذکر 

قرار بگیرند طول آنها صفر  هاyپس نقاطی که روی محور

 0xخواهد بود پس

ناحیه ای باشد محصور بین منحنی های Rاگر -3تذکر 

)(),( xfyxgy  کهbxa   در این صورت مرکز

 ناحیه ای برابر است با

   2 21
( ) ( ) ( ) ( )

2

b b

x
a a

m f x g x dx M f x g x dx     

   ( ) ( ) ,
b y x

y
a

M M
M x f x g x dx x y

m m
    

: مرکز ناحیه ای محدود به منحنی های1تست

3, xyxy  کدام است؟ 

 الف(








5

3
,

28

15
 ب(   









3

5
,

28

15
 ج(   









28

15
,

5

3
 د(  









28

15
,

3

5
 

 گزینه ج صحیح است.
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3 6 6

3

5

0

0
1 0

1

y x
x x x x x x

y x

x
x x

x

 
      




    



   
1 1

3 6

0 0

1 1 5

3 2 28
xm x x dx M x x dx       

 
1

3

0

1

5
yM x x x dx   

1 5

3 155 28,       
1 15 28

3 3

x y




    
 

 

 

siny: مرکز ناحیه ای محدود به منحنی هایمثال xوcosy x 

از خط 
2

x


تاx  .خط را محاسبه کنید 

 حل:

 2 2

2 2

1 1
sin cos cos 2 0

2 2
xM x x dx xdx

 

      

   
2

sin cos cos sin 2

2

m x x dx x x
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2

sin cos

3
cos sin sin cos

2
2

3
3 02 0

2 4 2

y

y x

M x x x dx

x x x x x

M M
x y

m m













 

       

     



 

x: اگر فاصله مرکز ناحیه ای را از محور تذکر

است و اگر  yخواستن، منظور همان بدست آوردن فقطها

خواستن، ها  yفاصله مرکز ناحیه ای را از محور

 است. xهمان بدست آوردن فقط منظورمحور

 

3yفاصله مرکز ناحیه ای بین منحنی هایتست:  x4وy x 

 کدام است؟ هاxواقع در ناحیه اول از محور

 الف(
64

21
 ب(       

16

15
 ج(       

15

16
 د(       

32

21
 

 حل: 

 3 3 2
0

4 4 0 4 0
2

x
x x x x x x

x


       

 
 

2xقابل قبول نیست ناحیه اول قرار ندارد 

 

خواسته پس  هاxچون فاصله مرکز ناحیه ای را از محور

 کافی است. yبدست آوردن فقط
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2
3

0

2 22 3

0

2
3

0

4 4

1 256
4

2 21

64
4

15

256
6421

4 21

x

x

m x x dx

M x x dx

My x x x dx

M
y

m

  

  

  

  





 

2sin3yتست: مرکز ناحیه ای محدود به x  و

0, , 0
3

y x x


  خطوط کدام است؟ 

, الف(
8 16

  
 
 
, ب(          

8 8

  
 
 

 

, ج(
16 8

  
 
 

, د(      
16 16

  
 
 

 

 صحیح است حل: گزینه الف

3

0

3

0

23

0

4
2sin 3

3

.2sin 3
6

1
sin 3

2 12

6 12
4 48 16

3 3

y

x

y x

m x

M x xdx

M xdx

M M
x y

m m
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 فصل دهم

اعداد مختلط و  -مختصات قطبی و انتگرال های قطبی

 کاربردهای آن

 

 مختصات قطبی 

طول  xنمایش مختصات دکارتی یک نقطه: در مختصات دکارتی

yxهمان عرض نقطه است که در دستگاهyنقطه و    نشان می

دهند و به فرم yxA یا ,
y

x
A .نشان می دهند 

نمایش مختصات قطبی یک نقطه: در مختصات قطبی هر نقطه 

به فرم  ,rA نشان داده می شود کهrفاصله نقطهA  از

 xزاویه ای است که با جهت مثبت محور مبدا مختصات و

ها ساخته می شود برای نمایش دادن یک نقطه با مختصات 

را روی صفحه پیدا می کنیم سپس به  قطبی ابتدا زاویه

فاصله تا مبدا( از مبدا مختصات به rواحد )rاندازه 

A,سمت جلو حرکت می کنیم مثلاا برای نمایش نقطه
 

 
 
2

6
 

ابتدا زاویه


6
واحد به  2را پیدا کرده سپس به اندازه  

 جلو حرکت می کنیم 

منفی باشد ابتدا نقطه را با فرض rاگر در نمایش نقطه-

r مثبت نشان داده سپس در امتداد خط به اندازه همانr 

A,به عقب بر می گردید مثلاا نقطه 
 

 
 

3
2

4
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منفی باشد ابتدا نقطه را با فرض اگر در نمایش نقطه-

 مثبت نشان داده سپس قرینه نقطه نسبت به محورx  ها

A,را نمایش داده مثلاا نقطه
 

 
 
2

3
 

  رابطه بین مختصات قطبی و دکارتی

)تبدیل yx, به ,r )و بر عکس 

  تبدیل دکارتی به قطبی
2 2 1tan      

y
r x y

x
     

cos  تبدیل قطبی به دکارتی sin      x r y r    

حتماا باید از روی علامت : در محاسبهتوجه yx,  ناحیه

مختصات را مشخص کرد مثلاا برای نقطه    2,1, yx در ناحیه

 قرار دارد. 2

مثال: مختصات دکارتی 1,1A  را به مختصات قطبی تبدیل

 کنید؟

 2 2 1 11 3 3
( 1) 1 2 tan tan 1 2,

1 4 4
r

 
    

          
 

 

A,مثال: مختصات قطبی 
 

 
 
2

6
را به مختصات دکارتی تبدیل 

 کنید؟

 3 1
2cos 2 3 2sin 2 1 3,1

6 2 6 2
x y

 
        

532مثال: معادله خط  yx  در مختصات قطبی به چه صورت

 است؟

 رابطه های آنها را جایگذاری کردهyوxبه جای 

5
2 cos 3 sin 5

2cos 3sin
r r r 

 
   


 

مثال: معادله های دکارتی sin2,2  rr را بدست آورید؟ 
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ه داشت 2rباید در معادله yو xحل: حتماا برای تبدیل به

ضرب می rطرف معادله را در  باشیم در غیر این صورت دو

 کنید.

2 2 2 2 22sin 2 sin 2 2 0rr r r x y y x y y           

   
2 22 21 1 0 1 1x y x y         

معادله    222
rbyax  ه به مرکز رمعادله یک دای ba, و

می باشد پس در این سوال معادله دایره ای به  rبه شعاع

مرکز  1,0 است. 1و به شعاع 

2 2 2 1tan
y

r x y
x

     

fr)(بررسی تقارن معادله  

ها )محور قطبی(: اگر در xتقارن نسبت به محور-1

به معادله با تبدیل 2  ،r تغییر نکند، معادله نسبت

 متقارن است.ها xمحور به 

 اتحادهای کمکی   cos cos sin sin         2 2 

ها )محورyتقارن نسبت به محور -2
2


 اگر با تبدیل :( 

به  معادله تغییر نکند، معادله نسبت به محورyها 

 متقارن است.

   sin sin cos cos          

 اگر با تبدیل :تقارن نسبت به مبدا مختصات )قطب(-3

به   معادله تغییر نکند، معادله نسبت به قطب متقارن

 است.

     coscossinsin  
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ها(  xنسبت به محور قطبی) محور cos1rمثال: معادله

 متقارن است چون

  .تغییر نکرد rمعادله cos cosr       1 2 1 

fr)(تست: در کدام گزینه معادله   نسبت به محورy ها

 متقارن است؟

 د(   2sinr ج(   3sinr ب(   cos1r الف(
cos1

1


r 

 صحیح استحل: گزینه ب 

   sin sin sinr             3 3 3 3 

 ردمعادله تغییر نک

 ضریب زاویه خط مماس بر منحنی قطبی

محاسبه ضریب زاویه خط مماس بر منحنی در نقطه-1 ,r 









tan

tan

tan

r
d

dr

r
d

dr

m





 

قرار داده و 0rمحاسبه ضریب زاویه خط مماس در قطب: -2

زانت زاویه هایی که بدست می آیند همان ضرایب تان

 زاویه خط مماس هستند.

: اگر بخواهیم معادله خط مماس بر منحنی را در تذکر

قرار دادیم زاویه های بدست  0rآوریم، وقتی قطب بدست

 آمده معادله های خط مماس در قطب هستند.

در نقطه 4r: ضریب زاویه خط مماس بر منحنی1تست








4
,4


 

 کدام است؟

 -2 د(       2 ج(       -1 ب(       1 الف(

 صحیح است حل: گزینه ب



 

218 
 

tan tan 0 4
44 1 1
4

tan 0 4 tan
4

dr
r

dm m
dr

r
d










  

       


  
 

cosr: معادله قطبی خطوط مماس بر منحنی2تست  2 در  4

 قطب کدام است؟

, الف(
 

  2 1

2 4

3 3
, ب(       

 
  2 1

5

3 3
 

, ج(
 

  2 1

5

6 6
, د(       

 
  2 1

7 5

6 6
 

 صحیح است حل: گزینه الف

cos cosr




 





 

      
 


2

1 3
0 2 4 0

42

3

 

tanتذکر: در تست بالا  , tan
 4 2

3 3
 شیب خطوط مماس هستند. 

در نقطه sin1r: ضریب زاویه خط مماس بر منحنی3تست

,p
 

 
 

3
1

2 3
 کدام است؟ 

 الف(


4
 ب(       



2
 ج(       

3

4
  د(       

 صحیح است حل: گزینه ج

3
tan cos 1

3 3 2 3 1 3
tan 1

41 33
cos 1 tan

3 2 3

m
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0rr: معادله1تذکر  ( و به شعاع3و  3دایره به مرکز )r 

 است.

0: معادله2تذکر   .خطی است که از مبدا می گذرد 

مثال: معادله
3

2
  کدام است؟ 

   معادله خطی که از مبدا می گذرد.

 tan tan
y

y x
x


      

2
3 3 0

3
 

 محاسبه زاویه بین شعاع حاصل و خط مماس





d

dr

r
tan 

تست: زاویه بین شعاع حاصل و خط مماس بر منحنی 

cosr 2 4 p,در نقطه2
 

 
 

2
6

 کدام است. 

 الف(


3
 ب(       

5

6
 ج(       

2

3
 د(       

7

6
 

 صحیح است حل: گزینه ب

2sin 2
2 cos 2 2

cos 2

dr
r r

d




 


    

tan
sin

sin
cos

cos

tan

r

dr

d


 

 



 

    





   

2 2 3

2 2 32 2
62

2
6

3 5

3 6

 

: در معادله به فرمنکته cos12 r همیشه
2

tantan
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 زاویه بین دو خط مماس در نقطه تقاطع

1 2

1 2

tan tan
tan

1 tan tan

 


 





 

تست: زاویه بین خطوط مماس بر نمودارهای 

cos , cosr r  24 A,در نقطه4
 

 
 

2
2

3
 کدام است؟ 

 ب(        الف(


2
 ج(       



3
 د(       



4
 

 حل:

1

2
4cos 4sin tan

4sin

1 1 3

2 332sin
3

dr
r

d
  

 




     



   

2

2

2
4cos 8sin cos tan

2 2
4sin cos

3 3

1 3

33 1
4

2 2

dr
r

d
   

 


     




 


 

 

3 3 3
23 3 3tan 3

23 3
1

33 3

tan 3
3




 

 
   
 

  


 

   

 

 صحیح است گزینه ج

خطوط مماس بر نقاط تقاطع منحنی های  نکته:

   sin , sinr b r a    1  بر هم عمود هستند. 1
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2تست: زاویه بین خطوط مماس بر منحنی های 2sinr   و

1 sinr  کدام است؟ 

 الف(


3
 ب(       



2
 ج(       

4


  د(       

منحنی بر  وحل: طبق نکته قبل زاویه بین خطوط مماس د

 هم عمودند پس گزینه ب صحیح است.

 2 2sin 2 1 sinr      

fr)(محاسبه مساحت  

fr)(مساحت منحنیبرای محاسبه   در فاصله ba,  از فرمول

 زیر استفاده می کنیم.

1

2

b
r

a
A r d  

در معادله به فرم  :1نکته  cosr a  1مقدار  تا 3از

  تغییر می کند ) چون معادله نسبت به محورx ها

 متقارن است(

در معادله به فرم :2نکته  sinr a  1 مقدار  از
2


تا 



2
ها متقارن  yتغییر می کند )چون معادله نسبت به محور

 است(

برای محاسبه مساحت منحنی های :3نکته  cosr a  1 و

 sin1 ar  برابر کرد.  2باید در آخر مساحت را 

 کدام است؟ cos1rتست: مساحت ناحیه

 الف(
2


 ج(       2 ب(       

3

2
 د(       

2

3
 

 حل: گزینه د صحیح است.
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   cos cos cosA d d
 

         
2

2

0 0

1 1
1 1 2

2 2
 

1 1 1 3
sin 2 2sin

02 2 2 4

 
   
  

       
  

 

A
 

  
3 3

2 2
4 2

 =مساحت

cos: برای منحنی قطبی به فرمتذکر , sinr r  2 را از 2

0  تا
4


  در نظر بگیریم برای محاسبه مساحت باید

ضرب می  8برابر کنیم یعنی در عدد  8را  جواب آخر

 کنیم.

sinrتست: مساحت ناحیه محصور به منحنی    کدام است؟2

 الف(
2


 ب(       


1

2
 ج(       


1

2
 د(       

2
2


 

 حل: گزینه الف صحیح است.

216
8


مساحت sin sinA d

 


   
  

      
  


2

4

0

1 1 1 1
2 4 4

2 2 2 4 16
0

 

2erتست: مساحت ناحیه محصور به  0در فاصله  تا 2

 کدام است؟

 الف( 1
8

1 8 e   )ب  1
4

1 8 e   )ج  1
8

1 8 e   )د  1
4

1 8 e 

 است. حل: گزینه الف صحیح

2cos22مساحت ناحیه داخل منحنی تذکر: ar  2برابر باa 

 است.

21مساحت بین دو منحنی , rr 

الف( ناحیه داخل و یا خارج دو منحنی: محل برخورد دو 

باشد زاویه  0منحنی را بدست می آوریم در حالتی که
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ها را قرینه هم در نظر می گیرم ، سپس با استفاده از 

رابطه  
2

1

2 2

1 2

1

2
A r r




 .مساحت را محاسبه می کنیم 

ب( برای محاسبه مساحت ناحیه مشترک بین دو منحنی 













2cos

2sin

r

r
از رابطه  dA 2cos

2

1
استفاده کرده و کران های 

آن ها آن را از
8


  تا

4


   می گیریم و سپس حاصل

ضرب می کنیم و برای محاسبه  16مساحت بدست آمده را در 

مساحت ناحیه مشترک بین دو منحنی












cos

sin

ar

ar
از رابطه 

 daA 22 cos
2

1
استفاده کرده و دوباره کران های را از 

4


 تا

2


    برابر می  2می گیریم و حاصل مساحت را

 کنیم.

تست: مساحت ناحیه مشترک بین دو منحنی 












cos6

sin6

r

r
کدام 

 است؟

 الف(







1

2
9


1 ج(    9 ب(     
2



9 د(   

2



 

 حل:

2 2 22 6

4 4

1 36
6 cos cos

2 2

1 1 9 92
18 sin 2

2 2 4 2

4

A d d

x x
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9 9 9
2 9 9 1

4 2 2 2

     
         

   
 مساحت

 محاسبله طول قوس )طول کمان( در منحنی های قطبی

   طول قوس )کمان( در منحنی های قطبی برابر است با

   
dr

L r d
d








 
   

 


2

1

2

2
 

sinrتست: طول منحنی تابع


 3

3
را در فاصله   , 03 کدام

 است؟

 الف(
2

3
 ب(       

3

2
 ج(       

3

4
 د(       

4

3
 

 صحیح است حل: گزینه ب

sin sin cos sin cos
dr

r
d

    


      3 2 21

3
3 3 3 3 3 3

 

sin sin cos sin sin cosL d d
      

 
   

      
   

 
2 2

3 3
3 2 6 4 2

0 03 3 3 3 3 3
 

sin sin cos sin sind d x x
      

 
   

        
   

 
3 3

4 2 2 2

0 0

31 3 2 3

23 3 3 3 2 4 3 2
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 اعداد مختلط

iمعرفی اعداد موهومی: اگر  1  قرار دهیم اعداد به

فرم  aiRaرا اعداد موهومی می نامند مانند
2

..., , 5 ,2
3

i i i 

 نشان می دهند.i)1,0(روی محور 

معرفی اعداد مختلط c  اعداد مختلط از دو قسمت عدد :

حقیقی و موهومی تشکیل شده است اعداد مختلط را با 

iyxzکه به صورتzنماد   .نشان می دهند 

izمثال: اگر 53  3باشد آنگاه)Re(,5)Im(  zz.است 

 جمع و منها در اعداد مختلط

111222اگر  , iyxziyxz :دو عدد مختلط باشند 

   212121 yyixxzz  

izizمثال: اگر  32,54 12  2121و باشند حاصل , zzzz  را

 بدست آورید؟

   1 2 2 ( 4) 3 5 6 8z z i i         

   1 2 2 ( 4) 3 5 2 2z z i i          

12باشد پس 1i: اگر iمحاسبه توان های i است پس 

( )i i i i i      3 2 1      1)1( 4428  ii 

  1)1( 3326  ii      iiiiiii  22245 )1( 

 ضرب دو عدد مختلط

z,اگر x iy z x iy   2 2 2 1 1  باشد آنگاه 1

    2

1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 2 1 1 2,z z x iy x iy x x ix y ix y i y y         

izizمثال: اگر  52,33 12  باشد انگاه 
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2

1 2, 2 5 3 3 6 6 15 15

6 (6 15) 15 21 9

z z i i i i i

i i

        

     
 

 تقسیم دو عدد مختلط

z,اگر  x iy z x iy   2 2 2 1 1  باشد آنگاه1

 

  1 1 2 21 1 1 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2 2

x iy x iyz x iy x iy

z x iy x iy x y

  
  

  
 

iyxz: اگر مزدوج یک عدد مختلط باشد مزدوج آن را باz 

iyxzنشان می دهند و به صورت  است مثلاا اگرiz 23  باشد

3انگاه 2z i  .است 

iyxzاگر طول(:اندازه یک عدد مختلط )    باشد آنگاه

2 2 2      ,zz z z x y   اگرiyxz  :باشد داریم 

2
)Re(

2
)Im(

zz
xz

i

zz
yz





 

نشان  1zرا با علامت zوارون عدد وارون یک عدد مختلط:

iyxzمی دهند. اگر   باشد وارون آن از رابطه زیر

 محاسبه می شود.

x y
z i

x y x y

  
 

1

2 2 2 2 

ixzمثال: اگر 32  .باشد را بدست آورید 

1 2 3 2 3

13 13 13 13
z i i 

    

تست: حاصل عبارت
i i

i i

 



80

40

1
 کدام است؟ 

i الف( 
1 3

2 2
i ب(   

1 3

2 2
i ج(    

1 3

2 2
i د(   

1 3

2 2
 

 حل: 
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40 4080 2

1

20 2040 2

1 1 1 1 2 1 1
2 1 2

1 1 2 21 1

1 3

2 2

i i i i
i i i i

i ii i

i



         
         

       


 

 

 است صحیحگزینه د

12دو عدد مختلط زمانی تساوی دو عدد مختلط: , zz  با هم

مساوی هستند که قسمت های حقیقی با هم و قسمت های 

 موهومی آنها با هم مساوی باشد.

1 1 1 1 2

1 2

2 2 2 1 2

z x iy x x
z z

z x iy y y

   
  

   
 

تست: اگر    , ,z z z i z i x i y      1 2 2 113 4 2 5 yxحاصل3  

 کدام است؟

 -2 د(       +1 ج(       2 ب(       -1 الف(

 صحیح است حل: گزینه ج

   

   

1

2

1 2

4 2 5 3 4 2 5 3

4 5 2 3

13

4 5 13
1 2

2 3 1

2 1 1

z i x i y x xi y yi

x y i x y

z i

x y
z z y x

x y

x y

       

   

 

 
    

 

    

 

 :قدر مطلق )اندازه( یک عدد مختلط

2 2z x iy z x y     

iyxzتست: مکان هندسی نقطه    1در رابطه ziz کدام

 است؟
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و مرکز 1الف( دایره ای به شعاع  0,0 

و مرکز 1ب( دایره ای به شعاع  0,1 

0ج( خط xy 

0د( خط xy 

iyxzحل: در رابطه به جای  .قرار می دهیم 

     

     

22

2 2 22 2 2

2 2 2 2

1

1 1 1

1 1 1

1 2 1 2 0

2 2 0 0

x iy i x iy

x i y x iy x y

x y x y x y

x y y x x y

y x y x

    

        

        

       

     

 

 گزینه د صحیح است.

 :zخواص قدر مطلق

) ... ...n nz z z z z z1 2 1 21 

2)             3)Re( )                   4)
nnz z z z z z   

) ... ...n nz z z z z z      1 2 1 26  ) z z z z  1 2 1 25 

) z z z z  1 2 1 28     ) z z z z  1 2 1 27 

)
zz

z z
 11

2 2

10      ) z z z z  1 2 1 29 

تست: مکان هندسی مجموعه 












 2

iz

iz
A در اعداد مختلط

 کدام است؟

الف( داخل دایره به شعاع
4

3
,و مرکز 

 
 
 

5
0

3
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ب( بیرون دایره به شعاع
2

3
,و مرکز  

 
 
 

5
0

3
 

ج( بیرون وروی دایره به شعاع
4

3
,و مرکز 

 
 
 

5
0

3
 

د( داخل و روی دایره به شعاع 
3

2
,و مرکز

 
 
 

5
0

3
 

 حل:

2 2

2

z iz i
z i z i

z i z i

x iy i x iy i


     

 

     
 

   

   

    

2 22 2

2 22 2

2 1

1 2 1

1 4 1

x i y i x i y

x y x y

x y x y

     

     

     

 

2 2

2 25 16 5 16
0

3 9 3 9
x y x y

   
          
   

 

 گزینه ج صحیح است.

iyxzاگر  تذکر:  ( باشد در این صورت آرگومان اصلی

 شود:مقدار اصلی( از رابطه زیر محاسبه می 

x

y
Argz 1tan 

izمثال: آرگومان اصلی 31 را بدست آورید؟ 

 در ربع سوم است. و هر دو منحنی هستند پس,xyچون 

 1 13 4
tan tan 3

1 3
Argz


  

 
      

 

 رابطه های مهم:
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1 2 1 2

1
1 2

2

1)

2)

3)

nArgz nArgz

Argz z Argz Argz

z
Arg Argz Argz

z



 

 

 

12: اگرنکته , zz 2121دو عدد مختلط باشند که zzzz   در

 این صورت

2
21

2

1 
 ArgzArgz

z

z
Arg 

  فرم مثلثاتی اعداد مختلط:

iyxzدر عدد مختلط  اگر












sin

cos

ry

rx
باشد معادله به صورت 

  sincos irz   بدست می آید که به آن نمایش مثلثاتی

 اعداد مختلط می گویند.

izفرم مثلثاتی مثال : 1 .را بدست آورید 

( ) tan tan ( )r


  
       2 2 1 11 7

1 1 2 1
1 4

 

cos sinz i
  

   
 

7 7
2

4 4
 

 رابطه های مهم:

 

    

) cos sin

) cos sin

n nz r n i n

z z r r i

 

   

 

   1 2 1 2 1 2 1 2

1

2
 

: حاصل عبارت1تست 
i

i

 
 
 

100
1

1
 کدام است؟ 

 i د(      i ج(      -1  ب(      1 الف(

 صحیح استحل: گزینه )الف(
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1 100

100 100

1 1 1
1 1 1

1 2 2

1 1

i
i i i i i i

i

i

  
          

  

  
 

: حاصل عبارت2تست   3 cos40 sin 40 2 cos80 sin80i i         کدام

 است؟

 الف( i 3 3  ب(   1 i 3 3  ج(   1 i 3 1  د(   3 i3 3 

 حل: گزینه ج صحیح است.

    cos sinz z rr i      1 2 1 2 1 2 1 2 

         

 

3 2 cos 80 40 sin 80 40 6 cos 120 sin 120

3 3 3 3 1 3

i i

i i

      

      

iz: اگر3تست 1 035یک جواب معادله  bazz  باشد مقدار

 کدام است؟

 2 د(       -4 ج(      4 ب(       8 الف(

 حل:

 

 

5
5

3
3

5 5
2 cos sin

4 4

2 2
4 2

2 2
1 2 cos sin

4 4 3 3
2 cos sin

4 4

2 2
2 2

2 2

z i

i

z i i

z i

i
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5 3 0 4 4 2 2 0

4 2 4 2 0

z az b i a ai b

a b i a

          

       
 

4 2 0 4 4 0 8

4 2 0 2

a b b b

a a

         

    

 

 گزینه الف صحیح است.

 :پیدا کردن ریشه های ام عدد مختلط

 r,ام یک عدد مختلط ابتدا nبرای پیدا کردن ریشه های

 را بدست آورده و در رابطه زیر قرار می دهیم.

1
2 2

cos sin 0,1,..., 1n nn
k k

z z r i k n
n n

       
       

   
 

izمثال: ریشه های سوم عدد  را پیدا کنید؟ ) محاسبه

012 ,, zzz ) 

 حل:

1 1 3
0, 1 1 tan

0 2
z i x y r


   

           
 

 

3

0

3 3
0 0

2 20 1 cos sin cos sin
3 3 2 2

k z i i i

 
 

 
  

       
 
 

 

3

1

3 3
2 2

2 21 1 cos sin
3 3

7 7 3 1
cos sin

6 6 2 2

k z i

i i
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3

2

3 3
4 4

2 22 1 cos sin
3 3

11 11 3 1
cos sin

6 6 2 2

k z i

i i

 
 

 

 
  

     
 
 

   
     

   

 

: همیشه اختلاف بین دو ریشه ام متوالی یک عدد 1تذکر 

مختلط برابر
2

n


 است. 

000که 0zمعادله دایره به مرکز :2تذکر iyxz   است به فرم

rzz   می باشد.0

 

083معادلهتست: یکی از ریشه های  iz به فرم است

  sincos ir  دو تایی ,r کدام است؟ 

, الف(
 

 
 
8

2
, ب(   

 
 
 
2

3
, ج(   

 
 
 

5
2

6
, د(   

 
 
 
8

6
 

می باشد پس ریشه های سوم  3در معادله  zحل: چون توان

را از  iیعنی3zرا پیدا می کنیم و در ضمن باید ضریب 

 کرده و داریم iبین ببریم پس طرفین رابطه برابر تقسیم

iz z
i

    3 3 8
8 0 0 

3 3

2

3

8 8 8 8
8 8 0 8

1

8 8,
2

i i i
i z i z i

i i i i

z i r
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 3

0
2 20 8 cos sin 2 cos sin , 2,
3 3 6 6 6

k z i i r

 
  



 
     

            
    

 

 

 

3

1

2 2
5 52 21 8 cos sin 2 cos sin

3 3 6 6

5
, 2,

6

k z i i

r

 
 

 




 
    

        
  

 

 
   

 

 

 

3

2

4 4
9 92 22 8 cos sin 2 cos sin

3 3 6 6

9
, 2,

6

k z i i

r

 
 

 




 
    

        
  

 

 
   

 

 

xتست: معادله مختلط  y  3 2 5  کدام است؟0

 الف(  01  ziz   )3 ب 2 5 0z z    

 د(        5zz ج(    0103232  iziiz 

 گزینه د صحیح است.

   

   

23 1
, 5 0

2 2 2

3 3 10 0

iz z z z
x y z z z z

i i

i z z z z i

 
       

    
 

در معادله نکته:  1

0 0 10 ... 0n n

na a z a z a     12اگر ,,...., zzzn 

 ریشه های معادله باشند 

0

1
21 ....

a

a
zzz n


    

 
1 2

0

1
. .....

n

n

n

a
z z z

a
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zتست: در رابطه z  22 3 1 12اگر  0 , zz ریشه های معادله

 باشند کدام گزینه صحیح است؟

 الف( z z z z  1 2 1 23  ب(   0 z z z z  1 2 1 22 0 

 ج( z z z z  1 2 1 23  د(   0 z z z z  1 2 1 23 0 

 گزینه الف صحیح است.
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 فصل یازدهم

 دورهای فراگیر پیام نورتست های مربوط به آزمون های 

 مختصات قطبی- اعداد مختلط- مباحث:انتگرال

 

(حاصل1

3

4
1

lim
n

n

i

i

n




 برابر کدام گزینه است؟ 

 الف(
4

1
 ب(       

3

1
 ج(       

2

1
 1 د(       

 حل: گزینه الف صحیح است.

33 3

4 3
1 1 1

4
1

3

0

1 1
lim lim lim

1 1

04 4

n n n

n n n

i i i

i i i

n n nn n

x
x dx

  

  

 
   

 

  

  


 

اگر -2
tan

20

1
( )

1

x

F x dt
t


باشد حاصلب( )F x کدام گزینه است؟ 

 1 د(       x2sec ج(       x2tan ب(       x2cos الف(

 حل: گزینه د صحیح است.

2
2

2 2

1 1 tan
( ) 1 tan 1

1 tan 1 tan

x
F x x

x x


     

 
 

tanحاصل انتگرال -3 xdx
2

 برابر است با...

cx الف( sec   )ب cxx tansec   )ج cxx tan   )د cx tan 

 حل: گزینه ج صحیح است.

 

 

2 2

2

tan 1 tan 1

1 tan 1

xdx x dx

x dx dx tabx x c

  

     

 

 
 

dxحاصل-4
x x


1

1
 کدام است؟ 
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ln الف( x c 1       )ب ln
x

c
x




1
  

cos ج( x c 1
sin د(     x c  12 1 

 حل: گزینه د صحیح است.

2 21 1 2 2 1u x u x udu dx udu dx x u             

2 2

2
2 2 sin 1

1 1 1

dx udu du
Arc x c

x x u u u


      

   
   

xحاصل انتگرال-5 dx
21  کدام است؟ 4

sinx الف( x
 

 
 

1 1
2

4 2
 ب(     sin ( )x x x  1 21

2 2 1 4
4

 

 ج( sin ( )x x  1 21
2 1

2
 د(    sin x x x 11

2
 

 حل: گزینه ب صحیح است.

sin cos cosx t dx tdt dx tdt    
1

2 2
2

 

2

2 2

cos

2

1 1
1 (2 ) 1 sin cos cos cos

2 2

1 1 1 1
cos sin 2

2 2 2 2

t

x dx t tdt t tdt

tdt t t

      

 
   

 

  


 

 1 2

1

1 1 1 1
sin 2 2sin .cos

4 2 4 2

1
sin (2 ) 2 1 4

4

2 sin sin (2 )

t t c t t t c

x x x c

x t x t
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فیثاغورثرابطه 

2 2 2 2

2
2

1 (2 ) (?) ? 1 4

1 4
cos 1 4

1

x x

x
t x

    


  

 

حاصل انتگرال-6
x x

dx
x x

 


2

3

3 3 1
 کدام است؟ 

xArctgx الف( 3         )ب  ln x x x 3 3  

 ج( ln x x Arctgx 3  د(       3 xxArctgx  3 

 حل: گزینه ج صحیح است.

2 2

3 3 3

3 3 1 3 1 3x x x x
dx dx dx

x x x x x x

  
 

     

 
 

   

3

2

3 3

2

ln 3
1

1
ln 3 ln 3

1

x
x x dx

x x

x x dx x x Arctgx c
x

  


      





 

حاصل-7

sin sin .. sin .
limn

n n
n

 




  
2

 کدام است؟ 

 الف(
2


 ب(       



2
 صفر د(        ج(       

 حل: گزینه ب صحیح است.

1 2 3
lim sin sin sin ... sinn

n n n n

  


 
    

 
 

1

0

1 1 2 3
lim sin sin sin ...

11 1 1 2
sin cos

0

n
n n n n

xdx x
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xحاصل-8 dx



3

2

3
 کدام است؟ 9

 ب(       9 الف(
9

2
 ج(       

9

4
 د(       

9

3
 

 صحیح است.حل: گزینه ب 

tdtdxtx cos3sin3  

چون انتگرال معین داریم وقتی تغییر متغیر می دهیم 

 کران های انتگرال هم تغییر می کند.

sin sinx t t t


      3 3 3 1
2

 

3
3 3 3sin sin 1  

2 2
x t t t ا ي

  
         

 
 

2 22 2 2

2 2 2

9 9sin .3cos 3cos .3cos 9 cos

9 1 92
sin 2

2 2 2

2

t tdt t tdt tdt

t t

  

  







    

 
   

 

  

 

فرض کنید-9 dttxF
x

 
sin

0

F)(باشد در این صورت )(21   کدام

 است؟

 -1 د(       +1 ج(        ب(       صفر الف(

 حل: گزینه الف صحیح است.

 2 2( ) cos 1 sin cos cos cosF x x x x x x       

( ) 2sin .cos ( ) 2sin .cos 0xF x x x F x        

dxحاصل -13
x



 20

1

1
 کدام است؟ 
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 ج(        ب(       صفر الف(
2


  د(       

 حل: گزینه ج صحیح است.

 20

1
(0)

01 2
Arctg Arctg Arctg

x

 
    

 

dtxeحاصل-11 x






0

2

 کدام است؟ 

 الف(
2

3
 ج(       1 ب(       

2

1
 صفر د(       

 حل: گزینه ج صحیح است.

 

22 1

0

1
( ) 2 1 1 1

2

1 1 1 1
(1) 1 1 ! 0!              0! 1

2 2 2 2

n xn x e dx n n


       

       



 

انتگرال نامعین-12
sin x

dx
x


4

 برابر است با... 

cos الف( x c 2       )ب sin x c
1

2
  

cx ج( sin2          )د cos x c



1

2
 

 حل: گزینه د صحیح است.

1 sin 1 sin
2

14 4 2

2

1 1 1
sin cos cos

2 2 2

x x u x
dx dx

x xdx du
x

udu u c x c


 



 
    

 


 

انتگرال نامعین -13 x x dx
5

 با...برابر است 3
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 الف(   x x c   
7 61 1

3 3
7 2

 ب(        x x c 
61

3
6

 

 ج(   x x c   
61

3 3
12

 د(            x x c  
651 1

3
5 2

 

 حل: گزینه الف صحیح است.

3 3x u x u dx du       

     

 
 

7 6
5

5 6 5

7

6

3 3 . . 3 3
7 6

3 1
3

7 2

u u
x x dx u u du u u du c

x
x c

        


   

  
 

3xyحجم جسم دوار حاصل از ناحیه محدود به منحنی -14 

 ها کدام است؟ y، حول محور1yها و خط yمحور

 ج(       5 ب(       3 الف(
3

5
 د(       

5

3
 

3xyحل: گزینه د صحیح است، چون ناحیه محدود به منحنی  

را می خواهیم باید تابع را بر  1yو خطها yو محور 

 بنویسیم. yحسب

3 3y x x y   

0000 3  yyx 

   
22 21 1
33

0 0

5

3

( ) 0

1 3

5 0 5

3

b

a
v f y c dy y dy y dy

y

  




     

 

  

 

dxانتگرال ناسره-15
x

x



1 3

sin
 : 

   ب(همگراست          الف(واگراست
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 د(هیچکدام       ج(نه همگرا و نه واگرا

 حل: گزینه ب صحیح است.

را در صورت در نظر xsinبا توجه به نکته گفته شده اگر 

است پس  1 نگیریم اختلاف توان صورت و مخرج بیشتر از

 همگراست.

حاصل-16 dxx
3

0
 برابر است با... 

 3 د(       2 ج(       1 ب(           صفر الف(

 حل: گزینه د صحیح است.

     
1 2 3 1 2 3

0 1 2 0 1 2
0 1 2x dx x dx x dx dx dx dx            

2 3
0 2 1 2 3

1 2
x x      

حاصل-17  222 xx

dx
 برابر است با... 

 الف(  cx  1tan  ب(       1  cx  1tan 1   

cx ج( 1ln        )د
  11

1
2
x

 

 حل: گزینه الف صحیح است.

 
2 2

22 2 2
2 2 2 1 1

2 2
x x x x

   
           

   
 

 
 22

1
2 2 1 1

dx dx
Arctg x c

x x x
    

   
  

حاصل-18
x

dx
x






2

0

1

1 4
 کدام است؟ 

 الف(
2

1
 ب(       

3

1
      )ج 

6

1
 د(       

6

1
 

 حل:گزینه ج صحیح است.
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2

2
2

1
1 4 1 4 4 2

2

1
4 1

4

x u x u dx udu dx udu

u
x u x

        


    

 

  

0 1 4(0) 1

2 1 4(2) 3

x u u

x u u

     

     
 

 

1حجم حاصل از دوران سطح محدود به منحنی-19 yx  و

 ها چقدر است؟ xمحورهای مختصات حول محور

 الف(
15


 ب(       

10


 ج(       

6


 د(       

5


 

 حل: گزینه الف صحیح است.

 0yها یعنیxمحور  حولنوشته و  xتابع را بر حسب

 x y y x y x       
2

1 1 1 

   
2 41 1

0 0
0 1 ( ) 1

1 1

1

2

2

y x v f x c dx x dx

x u u x

du dx
x

xdu dx

        

     



  

 

 

 

   
5 6

4 4 52 1 2 2
5 6

u u
u u du u u du  

 
         

 
 

   
5 6

1 1 1
2

05 6 15

x x 
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حاصل-23
xdx

x
 49

 برابر است با... 

sec الف(
x

c  
 

 

1

3
sec ب(           

x
c  

 
 

2
11

2 3
  

sin ج(
x

c  
 

 

2
11

6 3
c د(           

x










3
sin

2

1 2
1 

 حل: گزینه د صحیح است.

   
sin

xdx x x
Arc c

x x

 
   

  
 

2

2 2
2 2 2 2

1 2 1

2 2 3
3 3

 

حاصل-21
dx

x x



  21 1
 کدام است؟ 

 الف(
 3

3
 ب(      

 3

9
 ج(     

2 3

3
 د(   

2 3

9
 

 حل: گزینه ب صحیح است.

 

2 2 2

2

2 22 21 1 1

1 1 1 3
1 1

2 2 2 4

1 1 3 1 3

2 4 2 2

1
1 2 2 12

13 3 3 3

2 2

2 2 3 3

93 3 3

x x x x

dx dx dx

x x
x x

x
x

Arctg Arctg

Arctg Arctg


  

     
             

     

  
                  

 
   

    
   
 
 

 
    

 

  

 

فرض کنید -22
2 3( ) sin 4 8f x dx x x  باشد در این صورت( )f x 

 کدام است؟

 الف(
2sin2 12x x     )ب 

22cos 12 8x x x   
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 ج(
22sin 12 8x x x        )د cos x x x  2 2 8 

 است.حل: گزینه الف صحیح 

)ضابطه تابع )f x  همان مشتق تابع اولیه یا اصلی داده

 شده است.

 2 3 2 2sin 4 8 ( ) 2sin cos 12 sin2 12x x f x x x x x x


       

sinحاصل-23 xdx



32

0
 برابر است با... 

 ب(       صفر الف(
2

3
 ج(       

3

2
 د(       

1

4
 

 حل: گزینه ب صحیح است.

 

 

3 2 22 2 2

0 0 0

22

0

3
22 2

0 0

sin sin .sin 1 cos .sin

sin cos .sin .

cos 2
cos cos .sin cos 2 2

3 3
0 0

xdx x xdx x xdx

x x x dx

x
x x xdx x

  



   

  

  

     

  



 

 

حاصل -24
sin

cos
x

xdx3کدام است؟ 

 الف(
sin x c3         )ب 

sin .lnx c3 3  

 ج(
sin

ln

x c
1

3
3

 د(         
sinln x c3 

 گزینه ج صحیح است.

sin
sin

sin cos

cos .
ln

x
x

u x du xdx

xdx c

  

 3
1

3
3

 

y,مساحت ناحیه محدود به نمودار -25 x y x  3
برابر 

 است با...
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 الف(
14

5
 ب(       

7

6
 ج(       

3

5
 د(       

5

12
 

 حل: گزینه د صحیح است.

 

 

3 6 6

3

5

3

4 21
3

0

0

0
1 0

1

1 5 5

3 04 12 12

2

y x
x x x x x x

y x

x
x x

x

x x
A x x dx

 
       




   



 
  

      
 
 



 

xحجم حاصل از دوران ناحیه محصور به منحنی-26 y 2
و  

y,خطوط x 1 yو حول خط  0 2...عبارتست از 

 الف(
6

5
 ج(       6 ب(       

5

2
 5 د(       

 حل:گزینه ج صحیح است.

yحول خط yحسبتابع بر  2 

     

2

1
2

0

4 3

0 0 0

2 2 2

12 5
2

04 3 6

b

a

x y y

V y c f y dy y y dy

y y

 




    

    

 
  

 

 
 

z,اگر -27 z2  دو عدد مختلط باشند کدام عبارت درست است؟1

z الف( z z z  1 2 1 z ب(           2 z z z  1 2 1 2  

1 ج( 2 1 2z z z z             )د 
z

z z
z

 1
1 2

2

 

2حل: گزینه ب صحیح است. به ازای هر 1,z z c  
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) z z z z  1 2 1 21 

) z z z z  1 2 1 22 

) z z z z  1 2 1 23 

) z z z z  1 2 1 24 

) z z z z  1 2 1 25 

فرض کنید -28 cos sinz i 1 2 40 cosو 40 sinz i 2 8 در این  8

صورت

4

1

10

2

arg
z

z

 
 
 

 برابر است با 

 83 د(       5 ج(       8 ب(       43 الف(

argzاگرحل: گزینه د صحیح است    آنگاه 

1
1 2

2

4

1 1

10

2 2

4

1

10

2

arg arg , arg

arg 40 arg 4 40 160

arg 8 arg 10 8 80

arg 160 80 80

nz
z argz z n

z

z z

z z

z

z

  

    

    

   

 

مقدار عبارت-29
x ix

x i x

 

 

2

2

1

1
 برابر است با 

 i1 د(       i ج(       1 ب(       i الف(

 حل: گزینه ج صحیح است.

  

   

2 2
2 2

2 22 2

2 2 2 2 2 2

2 2

1 11 1

11 1

1 1 1 1 2

2 1 2 1

x ix x i xx ix x i x

x xx i x x i x

x x i x ix i x x i x
i

x x
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نقطه -33
2

3,
3

p
 

 
 

در دستگاه مختصات قطبی باشد دوتایی 

rمرتب دیگری که 0 و   2  باشد عبارتست از... 0

 الف(
4

3,
3

 
 
 

 ب(   
2

3,
3

 
 
 

 ج(   
5

3,
3

 
 
 

 د(   
7

3,
3

 
 
 

 

 حل: گزینه ج صحیح است.

نقطه
2

3,
3

 
 
 

در ربع سوم قرار دارد برای یافتن دوتایی  

را منفی rهم آن منفی شود ابتدا  وrدیگری که هم 

کرده پس نقطه از ربع سوم به ربع اول می افتد و بعد 

ها می شود یعنی  xرا منفی کرده پس قرینه نسبت به محور

در ربع چهارم قرار می گیرد در این ربع چون صورت کسر 

واحد کمتر است پس از دو برابر مخرج یک
5

3





 

cosrاگر در منحنی -31 a   زاویه بین خط مماس و شعاع

 کدام است؟و بنامیم رابطه بین  حامل آن را

 الف( 2   )ب 


  
2

 ج(   


  
2

 د(       

 حل: گزینه ب صحیح است.

cos
tan tan tan cot

sin

tan tan
2 2

r a

dr a

d


   




 
   

     


 
     

 

 

zهرگاه -32 i 1  مقدارz 4
 کدام است؟

 -4 د(       1 ج(       i ب(       i1 الف(

 حل: گزینه د صحیح است.
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2 2

1 1

4
4

1 1 2

1
tan tan 1

1 4

cos sin

cos sin

2 cos 4 sin 4 4
4 4

n n

r

z r i

z r n i n

z i




 

 

 

 

  

 
   

 

 

  

 
    

 

 

 

 


