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  تعاريف - 1

  )Population(تعريف جامعه -1-1

مـثلاً  . جامعه مجموعه عناصر مورد مطالعه است كه ممكن است تعداد آن محدود يا نامحـدود باشـد                

  .جامعه متولدين در يك سال و يا قيمت يك كالا در طول زمان معين

  )Parameter(تعريف پارامتر -1-2

مـثلاً  . قه بررسي كننده واقع مـي شـود  مقدار ثابتي مربوط به جامعه آماري است كه معمولاً مورد علا     

  .در مورد لامپ ها، متوسط طول عمر لامپ ها

  .موقعي روش هاي آماري مفيد است كه پارامتر مجهول داشته باشيم: نكته

2  1  0  X  

2θ  θ−1  2θ  P  

  

2  1  0  X  

41  21  41  P  

  

  )Sample(تعريف نمونه -1-3

مطالعـه و   بناچار  ،    هزينهدر حالاتي كه به جامعه دسترسي نداريم و يا به علت محدوديت در زمان و                

اي باشد كه معـرف      به گونه بايد  نمونه  . شود  نجام مي به عنوان نمونه ا     از جامعه  بخشيبررسي بر روي    

  .قابل تعميم به جامعه برگرفته از آن باشدجامعه اصلي بوده و نتايج حاصل از آن بتواند 

   نمونه تصادفي از جامعه متناهي بدون جاگذاري-الف

. هاي ممكـن برابـر باشـد        در اين حالت نمونه بايد طوري انتخاب شود كه احتمال انتخاب تمام نمونه            

 مدل آمار

ــدل مــــــ
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تايي با احتمال  nرنمونه  عضو است انتخاب هNمثلا اگر جامعه داراي 
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
n
N
  .دهد  رخ مي1

معمولا اگر در جريان انتخاب هيچ عاملي يا محدوديت و شرطي دخالت نكند نمونـه تـصادفي                 : تذكر

  .خواهد بود

  )متناهي با جاگذاري( نمونه تصادفي از جامعه نامتناهي-ب

بوط به يك متغير تصادفي است و ايـن متغيـر     شود مر   مقدار هر متغير كه در نمونه تصادفي ظاهر مي        

  .داراي يك توزيع است

  )Sample Size( نمونهاندازه -1-4

  .تعداد افراد نمونه را حجم نمونه يا اندازه نمونه مي نامند

  )Random Sample(تعريف نمونه تصادفي -1-5

nx,.....,x,xمتغيرهاي تصادفي    : د اگر مي دهنn تشكيل يك نمونه تصادفي به اندازه 21

  .هم توزيع باشند -1

  .از يكديگر مستقل باشند -2

  توزيع نمونه - 1-6

nx,.....,x,xاگــر   باشــد بنــا بــه تعريــف، تــابع توزيــع تــوام nاي بــه حجــم   نــشان دهنــده نمونــه21

nx,.....,x,x nx,.....,x,xلذا اگر   .  را تابع توزيع نمونه مي نامند      21  از  nفي به حجـم      يك نمونه تصاد   21

)جامعه  )xfx باشد در اين صورت توزيع نمونه تصادفي nx,.....,x,x   : عبارتست از21

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
nn

i
xixnxxxn xfxfxf....xf.xfx,.......,x,xf

in ∏
=

===
1

2121 21
  

  تعريف آماره -1-7

به پارامترهاي نامعلوم (تابعي است از نمونه تصادفي قابل مشاهده كه شامل پارامتر مجهولي نيست 
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توزيع در اين ارتباط  .اند  همه آمارهS و n ،X ،2Sثلاً در يك نمونه گيري به اندازه م) بستگي ندارد

  .ها متكي است  و استنباطهاي آماري معمولا بر آمارهگويند اي مي ها را توزيع نمونه آماره

  ميانگين نمونه -1-8

nx,.....,x,xاگر    : باشدnه تصادفي از جامعه اي به حجم  يك نمون21

∑
=

=
n

1i
iX

n
1X  

  گشتاور نمونه -1-9

nx,.....,x,xفرض مي كنيم     ) يك نمونه تصادفي از جامعه با تابع چگالي احتمال           21 )xfx  در .  باشـند

  : مين گشتاور نمونه حول مبدا برابر است باrاين صورت 

∑
=

=′
n

1i

r
ir X

n
1M  

  .، ميانگين نمونه بدست مي آيدr=1كه در حالت خاص 

   ام حول ميانگينrگشتاور  -1-10

)  :برابر است با  ام حول ميانگينrگشتاور  )
rn

1i
ir XX

n
1M ∑

=

−=  

nx,.....,x,xفرض كنيد    :1 قضيه ) يـك نمونـه تـصادفي از جامعـه بـا تـابع چگـالي                 21 )xfx    باشـد و 

∑
=

=
n

1i
iX

n
1Xميانگين نمونه باشد در اين صورت :                     [ ] [ ]

n
XVar,µXE

2σ
==  

  . به ترتيب ميانگين و واريانس جامعه هستند2σ و µ  در آنكه

  :اثبات
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  واريانس نمونه -1-11

nx,.....,x,xفرض كنيد  ) يك نمونه تصادفي از جامعه 21 )xfxباشد در اين صورت :  

( ) 11
1

1

22 >−
−

= ∑
=

n;XX
n

S
n

i
i  

  .واريانس نمونه ناميده مي شود

  نمونهانحراف معيار -1-12

nx,.....,x,x مشاهده nانحراف معيار    : را به عنوان ريشه دوم واريانسهايشان تعريف مي كنيم21

( )

1
1

2

−

−

=
∑
=

n

XX

S

n

i
i

  

 2σ و واريـانس     µ از يك جامعه نرمـال بـا ميـانگين           nاگر تمام نمونه هاي تصادفي به حجم         :2قضيه

 و واريانس µ داراي توزيع نرمال با ميانگين Xباشددر اينصورت 
n

2σاست .  

)n/(ttn)n/t(/)n/t(n
xixx e)e())n/t(M(]t)n/x[(MM

2
22 2

1
21 σ+µσ+µ ==== ∑  

 بـا   2σ و واريـانس     µ از يـك جامعـه بـا ميـانگين           nاگر تمام نمونه هاي تصادفي بـه حجـم           :3قضيه

 و واريـانس     µ تقريباً داراي توزيـع نرمـال بـا ميـانگين            Xجايگذاري انتخاب شود، توزيع نمونه      
n

2σ 

  .است

  :نكته

30nاگر    . نرمال استX باشد، بدون توجه به نوع توزيع جامعه، توزيع ≤

30nاگر    . تقريباً نرمال است اگر توزيع جامعه تقريباً نرمال باشدX باشد، توزيع >
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   حد مركزيقضيه -1-13

nx,.....,x,xگر  ا   باشد 2σ و واريانس    µبا ميانگين    نامتناهي    اي تصادفي از يك جامعه       نمونه 21

  در اين صورت توزيع حدي متغير 

  

  

  . توزيع نرمال استاندارد است،n→∞وقتي 

 Gammaتوزيع  -1-14

  :ذيل استاگر متغير تصادفي گاما داراي تابع چگالي 

( ) 0
1

>
Γ
λλ

=
−λ−

x;
)s(

)x(exf
sx

x  

2λ
=

λ
=

−λ
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=φ
s)x(Var;s]x[E;)

t
()t( s  

n/
XZ
σ
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=
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 )Chi Square ( كاي  مربعتوزيع - 2

22 حالت خاصي از توزيع گاماست كه در آن          كاي  مربعتوزيع  
1 ν

==λ s;  تـابع  بـر ايـن اسـاس        اسـت و

  .بشرح ذيل است كاي مربع متغير تصادفي احتمال چگالي 

( ) 0x;ex

2
2

1xf 2
x

2
2

2/
x >

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ νΓ

=
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −ν

ν

  

   و   معرف تابع گاما و  معرف درجه آزادي استΓكه 

     ( ) ( ) 222 212
ν−

−=φ=ν=χν=χ )t()t()t(M , Var,E x  

 داراي  21Z  داراي توزيع نرمال استاندارد باشد، آنگـاه متغيـر تـصادفي              1Zاگر متغير تصادفي     :4قضيه

  .اين قضيه در واقع بيانگر اهميت توزيع مربع كاي است.  درجه آزادي خواهد بود1 با كاي مربعتوزيع 

2 اگر   :5قضيه
1

2
2

2
k ,,....., χχχ         بـا درجـات     كـاي   مربـع  متغيرهاي تصادفي مستقل هر يك داراي توزيع 

12آزادي به ترتيب     ννν ,,.....,k      2 باشند، آنگـاه متغيـر تـصادفي
k

2
2

2
1

2 ....... χ++χ+χ=χ   نيـز يـك 

∑ با كاي مربعتوزيع 
=

ν=ν
k

1i
iدرجه آزادي دارد .  

  : اثبات

∑
∑

ν−

=

ν−ν− −=−=−= ∏ 2

1

22 212121 /
n

i

/
x

/
x iii

i
)t()t()t(M;)t()t(M  

12اگر متغيرهاي تصادفي مستقل      :6قضيه Z,Z,.....,Zν  توزيع نرمال استاندارد باشـند، آنگـاه        داراي 

22متغير تصادفي 
2

2
1

2 Z......ZZ ν+++=χ با  كاي مربع يك توزيع ν بود درجه آزادي خواهد.   

ــذكر ــر : ت 12اگ x,x,.....,xν   ــانگين ــا مي ــب ب ــه ترتي ــال ب ــستقل نرم ــصادفي م ــاي ت ــاي   متغيره ه

12 ,,....., µµµν 21222 و واريانسهاي σσσν   .كاي ندارد ع مربعها يك توزيX باشند، جمع مربعات .........,,,

12اگــر متغيرهــاي تــصادفي  :7قــضيه x,x,.....,xνهــاي   داراي توزيــع نرمــال مــستقل بــا ميــانگين

12 ,,....., µµµν     21222 و واريانس هاي σσσν  باشند در اين صورت متغير تـصادفي         .........,,,
i

iixZ
σ
µ−

= 
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=νبراي  ,....,2,1iداراي توزيع نرمال استاندارد مي باشد و متغير تصادفي :  
2

1i i

ii2 x∑
ν

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
δ
µ−

=χ  

  . درجه آزادي استν با كاي مربعداراي توزيع 

12nاگر   :8قضيه Z,Z,.....,Z          نمونه هاي تصادفي حاصل از توزيع نرمال استاندارد ( )1,0N    باشـند در 

  :اين صورت

1-Z داراي توزيع نرمال ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

n
1,0Nاست .  

2-Z و ( )∑
=

−
n

1i

2
i ZZاز هم مستقلند .  

3-( )∑
=

−
n

1i

2
i ZZ داراي توزيعChi Square با n-1درجه آزادي است  .  

12n اگر: نتيجه x,x,.....,x نمونه تصادفي حاصل از جامعه ( )2σµ,Nمتغير  باشد در اين صورت 

∑تصادفي
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
σ
−

=χ
n

i

i XX

1

2
  . درجه آزادي استn-1 با كاي مربعداراي توزيع  2

12nاگر  :9قضيه x,x,.....,x يك نمونه تصادفي به اندازه nامعه نرمال با ميانگين  از يك جµ 

) باشد در اين صورت 2σو واريانس  )
2

21
σ

− Sn 1  باكاي مربع يك توزيع-n استزادي آ درجه.  

1nپذيريم كه هرگاه      بدون اثبات مي  در ابتدا    :اثبات x,.....,x     يك نمونه تصادفي n     تايي از يك جامعه 

 كه به ترتيب ميـانگين و واريـانس         X,S2 باشند آنگاه توزيع هاي      2σ و واريانس    µگين  نرمال با ميان  

  :حال داريم. نمونه است از يكديگر مستقل هستند
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 بزرگتر از عدد    كاي  عمربدر يك نمونه تصادفي، احتمال اينكه مقدار عددي يك متغير تصادفي            : تذكر

 سمت راست آن عدد مشخص و اين عـدد          م د كاي  مربعمشخصي شود عبارتست از سطح زير چگالي        

2معمولاً توسط   
αχ   بطوري كه سطح زير چگالي توزيع مربع كاي واقع در سمت            شود  نمايش داده مي 

  . αراست آن عبارتست از 

  .جه آزاديمثال توزيع مربع كاي با چهار در
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1n اگر :10قضيه x,.....,xنامشخص اي  يك نمونه تصادفي از جامعه ( )xfx22: باشد آنگاه σ=]S[E  
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n
nn

n

XnVar
n

XnEXE
n

XnXE
n

XnXnXE
n

XXXnXE
n

XXXXE
n

XXE
n

XX
n

SE

n

i

n

i
i

n

i
i

n

i
ii

n

i

Xn
n

i
ii

n

i

n

i
ii

n

i
i

n

i
i

48476

  

1nاگر  :11قضيه x,.....,xك جامعه نرمال  يك نمونه تصادفي از ي( )2σµ,Nباشد آنگاه   :  

( )
1

2 42
−
σ

=
n

SVar  

  :اثبات

( ) ( )11 2
2

2
−χ=

σ

− nSn  

( ) ( )121
2

2
−=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

σ

− nSnVar  

( ) ( ) ( ) ( ) 1
2121 422

4
2

−
σ

=→−=
σ

−
n

SVarnSVarn  



  زاده احمد كوچك  اي توزيع نمونه
 

 10

 t_studentتوزيع  - 3

  حاصل از تقسيم دو متغير تصادفي است كه صورت كسر متغير تصادفي نرمال استاندارد وtتوزيع 

  :مخرج كسر جذر يك متغير تصادفي داراي توزيع مربع كاي تقسيم بر درجه آزادي آن است يعني

( )
( )

ν

χ
=

ν

ν 2

Zt  

 تـابع چگـالي احتمـال       ،با استفاده از تكنيك تبديل متغير در تابع توزيع تابعي از يك متغير تصادفي             

  .بشرح ذيل خواهد بود t-studentمتغير تصادفي 

( )

22

0

1

2

2
1

1 2
1

2

>ν
−ν
ν

=

=

+∞<<∞−
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

ν
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ νΓ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +ν

Γ

πν
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +ν

−

ν

;)x(Var

]x[E

x;xf t

  

  .حول نقطه صفر متقارن است     ، مانند توزيع نرمال با ميانگين صفر      tشكل تابع چگالي متغير تصادفي      

 بـا  tدر توزيـع  .  اسـت از توزيع نرمال كمي پهن ترt با توزيع نرمال در آنست كه توزيع       tتفاوت توزيع   

  . واريانس كمتر مي شود،افزايش درجه آزادي

  زادي درجه آ5 با tتوزيع : مثال

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

  
 بزرگتـر از عـدد      tدر يك نمونه تصادفي، احتمـال اينكـه مقـدار عـددي يـك متغيـر تـصادفي                   : نكته

 در سمت راست آن عدد مشخص و اين عـدد معمـولاً          tمشخصي باشد عبارتست از سطح زير چگالي        
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  .α عبارتست از αt واقع در سمت راست tطوري كه سطح زير چگالي ب نمايش داده مي شود αtبا 
( )
( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) 50152

58121
555
51010

%tTP.TP

%tTP.TP

tTP

,%

,%

,

=≥=≥

=≥=≥

α=≥ να

  

 به سمت توزيع نرمـال اسـتاندارد ميـل خواهـد            t بزرگتر باشد، توزيع     ν هر چه    tدر توزيع    :12قضيه

  :يعني.  همان توزيع نرمال استاندارد استt باشد توزيع ν=∞+وقتيكه و كرد 

( ) Ztlim =ν∞→ν
  

  

  tاهميت توزيع 

 معلوم باشد بر اساس قضيه حد مركزي، متغير تـصادفي            σدر حالتيكه   
n/

X
σ

µ−      داراي توزيـع نرمـال 

گيري لازم است توزيع متغيـر تـصادفي    ل است لذا براي تصميم مجهو σاستاندارد  است اما در عمل       

n/S
X µ− را داشته باشيم كه اين مهم بر اساس توزيع tو قضيه ذيل برآورده مي شود .  

12nاگر  :13قضيه x,x,.....,x نمونه تصادفي حاصل از جامعه ( )2σµ,N  وX و S بترتيب 

اشد در اين صورت متغير تصادفيميانگين و انحراف معيار نمونه مزبور ب
n/S

X µ− داراي 

  . درجه آزادي استn-1 با tتوزيع 

( )

( ) ( )
n/S

X
S

n/
X

n/Sn

n/
X

t

n

Zt

)n(

n

)n(

µ−
=

σ

σ

µ−

=

−
σ

−

σ

µ−

=

−

χ
=

−=ν

−

−=ν

11

1

2
21

2
1

1

  

لذا متغير تصادفي 
n/

X
δ

µ− داراي توزيع t با )n-1 (درجه آزادي است.  

)اگر از يك جامعه نرمال      : نكته )σµ,N~X    1 يك نمونهn     تايي بگيريم و X      را بر اساس اين نمونه 

1n     2 تايي تعريف كنيم و پس يك نمونهn 1 تايي مستقل ازn 2 گرفته وS   را بر اسـاس آن تعريـف 

αν,t
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  : آنگاهكنيم داريم

( )1n
1

2
t~

n/S
X

−
µ−  

( )

( ) ( ) 1
1

22
22

1
1

2
1

1

11

1

1 n/S
X

S
n/

X

n/
Sn

n/
X

t

n

Zt

)n(

n

)n(

µ−
=

σ

σ

µ−

=

−
σ

−

σ

µ−

=

−

χ
=

−=ν

−

−=ν

  

) از جامعه 1nاگر يك نمونه  : نكته )11 ,N~X σµ گرفته و X سـپس   را از روي آن تعريف كنـيم و 

) از جامعه    2nيك نمونه    )22 ,N~Y σµ    مستقل از X    2 گرفته و
yS     را بـر اسـاس آن تعريـف كنـيم 

  :داريم

( )1n
1y

1

1

2
2

t~
n/S

X. −

µ−
σ
σ  

توزيـع كوشـي داراي ميـانگين نيـست     .  با يك درجه آزادي يـك توزيـع كوشـي اسـت          tتوزيع  : نكته

    . اين توزيع داراي واريانس نيستهمچنين

( ) ( ) +∞<<∞−
+π

= x;
x1

1f 2t 1
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  توزيع تفاوت بين دو ميانگين نمونه -4

12nفرض كنيد    X,X,....,X
x

 متغيـر تـصادفي مـستقل بـا توزيـع           nx يك نمونه تصادفي متشكل از       

12n باشد و فرض كنيد      2σ و واريانس    xµنرمال هر يك با ميانگين       Y,Y,....,Y
x

 يك نمونه تصادفي    

.   باشـد   2σ و واريـانس     yµ متغير تصادفي مستقل با توزيع نرمال هر يك بـا ميـانگين              nyمتشكل از   

  : ها مستقل باشند در اين صورتYها، Xهمچنين فرض كنيد كه تمام 

  : معلوم باشدσ اگر -الف

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ σ
+

σ
µ−µ−

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ σ
µ

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ σ
µ

yx
yx

y
y

x
x

nn
,N~YX

n
,N~Y

n
,N~X

22

2

2

  

)آنگاه متغير تصادفي  ) ( )
Z

nn

YX

yx

yx =

+σ

µ−µ−−

11
  داراي  توزيع نرمال استاندارد است

  : مجهول باشدσاگر  -ب

( )
( )

( )
( )
2

12

2

2
12

2

1

1

−

−

χ
σ

−

χ
σ

−

y

x

n
yy

n
xx

~
Sn

~
Sn

  

)  تصادفي با استفاده از خاصيت جمع در توزيع مربع كاي، متغير         آنگاه   ) ( )
2

2

2
2 11

σ

−
+

σ

− yyxx SnSn  داراي

2nnتوزيع مربع كاي با      yx YXاز طرفي توزيع آن از      .  درجه آزادي است   +− بنا .  مستقل است  −

  : داريمtبه تعريف متغير تصادفي 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

yxyx

yyxx

yx

yx
yyxx

yx

yx

nnnn
SnSn

YX

nn/
SnSn

nn

YX

11
2

11
2

11

11

22

2

22
+

−+

−+−

µ−µ−−
=

−+
σ

−+−

+σ

µ−µ−−
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) لذا متغير تصادفي   ) ( )
( ) ( )

yxyx

2
yy

2
xx

yx

n
1

n
1

2nn
S1nS1n

YX

+
−+

−+−

µ−µ−− توزيـع  دارايt  2 بـاnn yx  درجـه  +−

  آزادي است

30n1نمونه هاي تصادفي مستقل به اندازه       : مثال 50n و   = 2  از دو جامعه نرمال با ميانگين هـاي        =

781 =µ   752 و =µ     15021 و واريانس هاي =σ   20022 و =σ   احتمال اينكـه ميـانگين     .  اختيار شده اند

   بيشتر باشد چقدر است؟8.4نمونه اول از ميانگين نمونه دوم حداقل 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )530

50
200

30
150

757884

50
200

30
150

757884 2121

1

22
1

21

2121

.ZP.XX
P.XXP

Z~

nn

XX

≥=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

−−
≥

+

−−−
=≥−

σ
+

σ

µ−µ−−

  

 50 و انحـراف معيـار آن        540ميانگين نمرات تست هوش دانشجويان سال اول يـك دانـشكده            : مثال

32n1دو نمونه تصادفي با حجـم       . ستا 50n و   = 2  انتخـاب مـي كنـيم احتمـال اينكـه تفاضـل             =

  :ميانگين نمرات اين دو نمونه

   باشد چقدر است؟20بيش از -الف

( )

( ) ( )76.1176.1ZP

50
1

32
150

20

50
1

32
150

XXP20XXP 21
21

φ−=>

=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
>

+

−
=>−

  

   باشد چقدر است؟ 10 و 5بين -ب

( ) ( )88.0Z44.0P

50
1

32
150

10Z

50
1

32
150

5P10XX5P 21 <<=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
<<

+
=<−<  
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21ج بدست آمده از توزيع نمونه       نتاي: نكته XX  نيز براي جمعيتهاي محدود وقتيكه نمونه گيري        ، −

 1Nبه روش بدون جايگذاري انجام مي پذيرد صادق باشد، مشروط بر آنكه اندازه جمعيت ها يعنـي                   

بهرحال اگر جمعيت ها كوچـك       . بزرگ باشد  2n و   1nه يعني    به ترتيب در مقابل اندازه نمون      2Nو  

باشند و نمونه گيري به روش بـدون جايگـذاري انجـام پـذيرد در آنـصورت مـا بايـد                      
1xσ   و 

2xσ  را 

  :بتوسط رابطه زير محاسبه نمائيم

1N
nN.

n

2
2
x −

−σ
=σ  
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  Fتوزيع - 5

2اگر متغيرهاي تصادفي مستقل     
1χ   2 و

2χ            داراي توزيع هاي مربع كاي بـا درجـات آزادي بـه ترتيـب 

1ν 2 وνمتغير تصادفي  باشند:  

2
2
2

1
2
1

/
/F
νχ
νχ

=  

 ذيـل  بـه صـورت      Fتابع چگالي متغير تصادفي     بر اين اساس    .  درجه آزادي دارد   2ν و   1ν با   Fتوزيع  

  :است

( ) ( ) ( )
( )

0x;
x

x

22

2f
212

1
2

2221
21

21

xF 21

1

21

2,1
>

ν+ν
νν

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ νΓ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ νΓ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ν+ν

Γ
= ν+ν

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
ν

νν

νν
  

 Fصادفي  شـكل تـابع چگـالي متغيـر ت ـ         .استصورت و مخرج    درجه آزادي   بترتيب   2ν و   1νكه در   

 در آنست كه براي مقايسه واريانـسهاي دو جامعـه بكـار             Fاهميت توزيع   . كاي است  مانند توزيع مربع  

  : به ترتيب برابر است با2ν و 1ν با درجات آزادي Fميانگين و واريانس توزيع . رود مي

[ ]

[ ] ( )
( ) ( )

4
42

422

22

2
2221

1222

2
2

2

>ν
−ν−νν

−ν+νν
=

>ν
−ν

ν
=

;xVar

;xE

  

   درجه آزادي در مخرج3 درجه آزادي در صورت و 5با  Fتوزيع : مثال 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7
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 بزرگتـر از عـدد      Fدر يك نمونه تصادفي، احتمال اينكـه مقـدار عـددي يـك متغيـر تـصادفي                  : نكته

 در سمت راست آن عدد مشخص و اين عدد معمـولاً            Fمشخصي باشد عبارتست از سطح زير چگالي        

αννبا   ,,F
21

 واقع در سمت راست آن عبارتـست        Fد بطوري كه سطح زير چگالي        نمايش داده مي شو    

) يعني αاز  ) α=> ννα 21 ,;FFP  

11mاگر   :14قضيه X,....,X ) از يك توزيع نرمال      m+1 يك نمونه تصادفي به حجم       + )2σµ ,N x   ،باشـد 

11nهمچنين اگر    Y,....,Y ) از يك توزيع نرمال      n+1نه تصادفي به حجم       يك نمو   + )2σµ ,N y    باشـد و 

  :بسته باشند در اين صورتهمنمونه هاي تصادفي نا

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )
n,mn

i
i

m

i
i

n

i
ni

m

i
mi

F~

n/YY

m/XX

~YY

~XX

∑

∑

∑

∑

+

=

+

=

+

=

+

=

−

−

χ−
σ

χ−
σ

1

1

1

1

1

1

22
2

1

1

22
2

1

1

  

12nفرض كنيد   ) توزيع نسبت دو واريانس     ( :15قضيه   X,X,......,X
x

 يك نمونه تصادفي متـشكل از       

xn           متغير تصادفي با توزيع نرمال هر يك با ميانگين xµ    2 و واريانس
xσ همچنين فرض كنيد   .  باشد

12n Y,Y,......,Y
x

 متغيـر تـصادفي بـا توزيـع نرمـال هـر يـك بـا                yn يك نمونه تصادفي متشكل از       

2 و واريانس yµميانگين 
yσهمچنين فرض كنيد تمام .  باشدX ها و Yها مستقل باشند لذا :  

( )
( )

( )
( )
2

12

2

2
12

2

1

1

−

−

χ
σ

−

χ
σ

−

y

x

n
y

yy

n
x

xx

~
Sn

~Sn

  

  .هستنداز هم  ها مستقل اند پس اين دو متغير تصادفي مربع كاي مستقل Y ها و Xچون 

  : داريمFطبق تعريف متغير تصادفي : اثبات
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( )

( )

( ) ( )

( ) ( )
11

2

2
2

2
22
12

1
1

11
2

1
21

−−

ν

ν
νν

=

−
σ

−

−
σ

−

νχ

νχ
=

yx n,n

y
y

yy

x
x

xx

,

F

n/
Sn

n/Sn

/

/
F

  

2لذا متغير تصادفي

2

2
2

x

y

y

x .
S

S

σ

σ   داراي توزيعF 1 با درجات آزاديn x 1n و − y   . است−

  چند نكته مهم

 داراي توزيع x اگر -1
21 ,F νν باشد آنگاه متغير 

X
1Y توزيع  نيز داراي =

12 ,F ννاست .  

)مربع توزيع  -2 )νt داراي توزيع F 1 با درجات آزادي,νاست .  

( )
( )

( )
( ) νχ

=→

ν

χ
=

ν
ν

ν

ν /
1/ZtZt 2

2
2

2
  

3- 
12

21
,;1

,, F
1F

ννα−
ννα  يا =

21

12
,,

,;1 F
1F

ννα
ννα−  

) يك نمونه تصادفي از پخـش  X2 و X1 اگر   -4 ) 0x;exf x >=  باشـد آنگـاه   −
2

1

x
xZ  داراي =

  : به صورت زير است2 و 2 با درجات آزادي F توزيع . است2,2Fپخش 

( )
( )2z z1

1zf
+

=  
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  توزيع ميانگين جامعه هاي متناهي -6

} اهي از اعـداد   اگر آزمايش متشكل از انتخاب يك مقدار يا بيـشتر از مجموعـه اي متن ـ               }n1 c,........c 

 x1اري باشـد و     ذاگر انتخاب بدون جايگ   .  مي نامند  Nاي متناهي با اندازه      باشد اين مجموعه را جامعه    

امين عددي باشد كه استخراج مي شوند، اين متغيرهاي تصادفي، نمونه اي تصادفي بـه               xn nاولين و   

ند مشروط بر آنكه توزيع احتمال توأم آنها به ازاي هـر             اين جامعه متناهي را تشكيل مي ده       nاندازه  

n تايي مرتب مقادير انتخاب شده از مجموعه { }n1 c,........cبه صورت زير باشد :  

( ) ( ) ( )

( ) n,......,1i,c.,.........cx,
N
1xf

1nN.....1NN
1x,.......,xf

N1ii

n1

===

+−−
=

  

يعنـي ميـانگين و واريـانس    . ميانگين و واريانس آنرا ميانگين و واريانس جامعـه متنـاهي مـي نـاميم      

} جامعه متناهي }N1 c.......,,.........c عبارتست از :  

( )

N

c
,

N

c
N

1i

2
i

2

N

1i
i ∑∑

==

µ−
=σ=µ  

براي هر زوج مرتـب از مقـادير جامعـه     nx,...,x1ام هر دوتا از متغيرهاي تصادفي توزيع حاشيه اي تو   

  :و برابر است بامتناهي است 

)N(N
)x,x(g ji 1

1
−

=  

  :و كوواريانس آنها عبارتست از

( )
1N

x,xCov
2

ji −
σ

=  

 و  µ بـا ميـانگين      N از جامعه اي متنـاهي بـه انـدازه           nميانگين يك نمونه تصادفي به اندازه        Xاگر  

  : باشد آنگاهσ2واريانس 

( ) ( ) 1
2

−
−σ

=µ=
N

nN.
n

xVar,xE  
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 يـك جمعيـت      تـايي ممكنـه بـا روش بـدون جايگـذاري از            n اگر تمام نمونه هاي تصادفي       :16قضيه

 بيرون كشيده شود در آنصورت توزيـع نمونـه اي           σ و انحراف معيار     µ تايي با حد متوسط      Nمحدود  

Xبه طور تقريبي يك توزيع نرمال با حد متوسط و انحراف معيار زير خواهد بود .  

( )
1N
nN.

n
xVar

2

x

−
−σ

=

µ=µ

  

  :مثال

 جـايگزين  تايي بـه روش      36نمونه تصادفي   . ده است  داده ش  7و6و6و6 و   5و4و3 و   1و1و1جمعيت  

   باشد چقدر است؟5/4 و كوچكتر از 8/3احتمال  اينكه ميانگين نمونه بيشتر از . انتخاب شده است

  :توزيع احتمال جمعيت مربوط به صورت زير است

7  6  5  4  3  1  x  
0.1  0.3  0.1  0.1  0.1  0.3  P(x)  

  

( )
( )

( ) ( ) 54530216140505483
36
54

5
4
2

..z.P.x.P

,N~x

xVar

xE

=<<−=<<

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=σ=

=µ=

  

 عدد بزرگي هستند، ضريب      nهايي كه در مقابل تعداد نمونه       Nبراي  : نكته
1N
nN

−
 ميـل   1 به سمت    −

  .كند مي

 عدد صحيح مثبـت     N از جامعه اي متناهي كه متشكل از         n اگر نمونه اي تصادفي به اندازه        :17قضيه

  :آنگاهاست انتخاب شود 

( )

( ) ( )( )
n

nNNxVar

NxE

12
1

2
1

−+
=

−
=

  

( ) ( )

( ) ( )( )
12
1

2
1

nNNnyVar

NnyE

−+
=

+
=
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( )
n

nNN
N

nN.
n

N
N

nN
n

xVar

NNNNN.
N

Nxf.xxExE

NNN.
N

x....xx
NN

.xxf.xxE

N

i
ii

N
N

i
i

N

i
ii

12
1

112
1

1

12
1

4
1

6
1121

4
1

2
1

2
1111

22

222

1

12

21
11

++
=

−
−−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−σ

=

−
=

+
−

++
=

+
−=−

+
=

+
=++====µ

∑

∑∑

=

==
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  هاي ترتيبي آماره -7

انتخـاب  nX,......,X1 تـايي بـشرح      nفرض كنيد از يك جامعه نامتناهي پيوسته يك نمونـه تـصادفي             

 و بـه همـين ترتيـب    Y2 ، بزرگتـرين مقـدار بعـد از آن را    Y1 ها را  xاگر كوچكترين مقدار    . ايم  كرده

NY...YY بناميم در اين صورت Ynبزرگترين آنها را  <<<   .ناميم را آماره تريبي مي21

.  اسـت f(x)اي نامتناهي كه كه داراي تابع چگـالي           از جامعه  n براي نمونه تصادفي به اندازه       :18قضيه

∞−>>∞+، به ازاي yr امين آماره ترتيبي ،rچگالي  ryعبارتست از:  
11

1

−
∞

−

∞− ⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
= ∫∫

n

y
r

ry

rr

r

r

dx)x(f)y(fdx)x(f
)!rn()!r(

!n)y(g  

 yr از   دومي،  yrتا  ∞−يكي از   ايم    فرض كنيد كه محور اعداد حقيقي را به سه بازه تقسيم كرده           : اثبات

اي كـه از      در اينصورت اگر چگالي جامعـه     . ∞+تا    yr+hو سومي از    ) ثابت است  hكه در آن    (yr+hتا  

از نمونه ها در اولـين بـاز قـرار بگيـرد ،      تا r-1 باشد، احتمال اينكه f(x) ته شده است  آن نمونه برگرف  

  اي عبارتست از  ازه سوم قرار بگيرند طبق فرمول توزيع چند جملهبتا در  n-rيكي در بازه دوم و 
111

11

−
∞

−+−

∞− ⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
= ∫∫∫

n

y

rhy

y

ry

rr

r

r

r

r

dx)x(fdx)x(fdx)x(f
)!rn(!)!r(

!n)y(g  

  :يمبا استفاده از قضيه ميانگين در حسابان دار

hyy              h).(fdx)x(f rr

hy

y

r

r

+≤ξ≤ξ=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∫
+

  

   خواهيم داشتh→0و در زماني كه 

0→

=∫
+

h

)y(fdx)x(flim r

hy

y

r

r

  

   و سرانجام
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11

1

−
∞

−

∞− ⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
= ∫∫

n

y
r

ry

rr

r

r

dx)x(f)y(fdx)x(f
)!rn()!r(

!n)y(g  

  بر اين اساس توزيع اولين، آخرين و ميانه آماره ترتيبي عبارتست از

   اولين آماره ترتيبي توزيع–الف 

+∞≤≤∞
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

−
∞

∫ 1

n

y

y-         dx)x(f)y(nf)y(g

1

111
1

  

   آخرين آماره ترتيبي توزيع-ب

+∞≤≤∞
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

−

∞−
∫ n

ny

nn y-       dx)x(f)ny(nf)y(g
n

1

  

=+1 توزيع n=2m+1اي تصادفي به اندازه   در نمونه–ج  myx~هاي ترتيبي عبارتست از  ميانه آماره  

+∞≤≤∞
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
+

= ∫∫
∞

∞−

x~-        dx)x(f)x~(fdx)x(f
!m!m
)!m()x~(h

m

x~

mx~12  

  هاي ترتيبي عبارتست از ره ميانه آما~x توزيع n=2mاي تصادفي به اندازه  در نمونه -د 

2
11 )y(g)y(g

)x~(h mmmm +++
=  

y,y(g( چگالي توام -ه jj,r   عبارتست از1
jn

y
j

jy

y
r

ry

jrj,r

j

j

r

r

dx)x(f)y(fdx)x(f)y(fdx)x(f
)!jn()!rj()!r(

!n)y,y(g

−
∞

−−−

∞− ⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−−
= ∫∫∫

111

11  

تـابع  . باشـد  λ=1اي نمايي با      تايي از يك جامعه   n يك نمونه تصادفي     nX,......,X1فرض كنيد   : مثال
  .خرين آماره ترتيبي  را بدست آوريدچگالي اولين و ا

111

1

1 1
1

11
nynyy

n

y

xy ne)e(nedxene)y(g −−−−

−
∞

−− ==
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
= ∫  

1-nyy

ny
xy

nn )e-(1ne  dxene)y(g nn

n

n −−

−

∞−

−− =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
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⎣

⎡
= ∫

1

 


